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INTRODUCTION. 



J 



La théorie des groupes de transformations est due presque 
entièrement au mathématicien norvégien Sophus Lie qui 
commença, dès avant 1870, à publier sur ce sujet quelques 
Mémoires écrits en langue norvégienne (*) et restés peu 
connus. A ces Mémoires, l'illustre géomètre en fit succéder 
d'autres en allemand (*'*), jusqu'à ce que, bien plus tard, 
devenu professeur à l'Université de Leipzig, il se décida à 
donner une forme didactique à l'ensemble de ses recherches : 
aidé de son élève, M. Engel, il publia, dans une période d'en- 
viron cinq ans (1888- 1893), trois gros Volumes comprenant 
près de 2000 pages ('). Le premier de ces Volumes con- 
tient les propriétés générales des groupes de transforma- 
tions; le second traite principalement des transformations 
dites de contact; le troisième est consacré à l'application de 
la théorie générale à des questions spéciales. Ce travail con- 



(*) Ces Mémoires furenl insérés dans les Archiv for Mathematik og Natur- 
videnskab et dans les Verhandtungen der Gesettscha/t der Wissenschaften zu 
Christiania. 
(-) Surtoul dans les Mathematische Annalen, 

(^) Théorie der Transformationsgruppen, !'•' Abschniu, 1888; II** Absch- 
^DÏtt, 1890; IIP*' und letzler Abschnitt, 1898. Leipzig, Teubner. 
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sidérable a reçu encore de nouveaux développements dans 
d'autres Ouvrages publiés par Lie avec la collaboration de 
M. ScheflFers(*). 

La théorie de Lie trouve son application dans de nom- 
breuses branches des Mathématiques, reliant entre elles celles 
mêmes qui semblent présenter le moins d'analogies. Elle a 
permis de résoudre d'une manière analytique rigoureuse les 
problèmes relatifs aux fondements de la Géométrie et dont 
s'étaient déjà occupés Riemann et Helmholtz; elle a trouvé 
son utilisation dans l'étude des nombres complexes à n unités 
principales, dans celle des équations différentielles, etc. Four 
faire sentir l'importance du rôle de cette théorie, nous signa- 
lerons dès maintenant un résultat auquel elle conduit dans 
l'analyse des équations différentielles ordinaires. 

Les cas dans lesquels on peut intégrer une équation diflfé- 
rentielle ordinaire du premier ordre F(a7, y, y') = o sont, 
comme on sait, peu nombreux; pour chacun de ces cas, on a 
recours à un procédé ou à un artifice particulier. La théorie 
de Lie est venue apporter de l'unité dans ces méthodes si 
diverses en apparence. Regardons les deux variables x ei y 
comme les coordonnées d'un point d'un plan. Imaginons 
qu'on imprime à tous les points de ce plan des déplacements 
infiniment petits de manière à amener un point quelconque 
(a?, y) en un point infiniment voisin {x^^y^) : nous aurons 
ce qu'on appelle la représentation géométrique d'une 
transformation infinitésimale y transformation dont la dé- 
finition précise sera donnée ultérieurement. La dérivée 
de y subira alors une variation corrélative, et le premier 
membre de l'équation considérée aura en général, après 



( ' ) Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesima len 
Tranaformationeny 1891. — Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen^ 1893. 
— Geometrie der Beriihrungstrans/ormcUioneny I*" Abschnitt, 1896. Leipzig, 
TeubDer. 
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cette transformation, une forme nouvelle. S'il arrive que le 
premier membre ainsi transformé coïncide avec celui de 
l'équation primitive, ou du moins n'en diffère que par un 
facteur indépendant de la dérivée dey, on dit que Inéquation 
considérée est invariante par rapport à la transformation 
infinitésimale en question. Ces définitions données, voici le 
résultat obtenu par Lie : Toute équation différentielle ordi- 
naire qu'on sait intégrer est telle qu'on peut déterminer 
une transformation infinitésimale par rapport à laquelle 
Inéquation soit invariante, et réciproquement. 

Dans les Leçons qui suivent, nous nous proposons d'expo- 
ser les principes de cette théorie des groupes de transforma- 
tions, si importante et si féconde en résultats; nous parcour- 
rons les deux premiers Volumes du grand ouvrage de Lie, 
en cherchant à montrer les grandes lignes et à fixer les points 
fondamentaux de la nouvelle doctrine; nous consacrerons 
aussi quelques pages à l'application des vues de Lie aux 
équations diff'érentielles ordinaires. 
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PREMIERE PARTIE. 

THÉORIE GÉNÉRALE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS. 



I. — Gónóralitós sur les transformations. 
Soient 

n fonctions uniformes des n variables indépendantes x^^ X2, ...y 
x„. En égalant ces fonctions respectivement à n nouvelles 
variables x\, x'.^, . . ., x',^, on forme le système d'équations 

Pour abréger Técriture, nous désignerons /ì{x\,^2ì --"i ^n) 
\rdr/i{x). 

Si les fonctions y"/(x) sont analytiques, et par suite dérivables(*), 

et si leur déterminant fonctionnel [déterminant qu'on a l'habitude 

do désigner par le symbole -Jj— — r-^j n'est pa^ identiquement nul 
(ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que ces fonc- 

( * ) Nous supposerons toujours que les fonctions auxquelles nous avons affaire 
sont analytiques et monodromcs. 

V. I 
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lions soient indépendantes), le système (i) représente une trans- 
formation que nous indiquerons par le symbole S. 

Supposons qu'outre la transformation S on ait la transforma- 
lion T définie par le système 

En appliquant aux variables Xi la transfornxition S, puis au 
résultat la transformation T, nous obtenons 

x'i = fi{x) \ 
Le système d'équations 

<2) ^:=Â''i[/i(^),/i(^), ...,/.(j^)j, 

([ui résulte de l'élimination des x' entre les équations précédentes, 
satisfait à son tour à la condition ijr-j ^ o ( * ), car on a 

D[:rJ "-D[/J D[x]' 
•*t, par hypothèse, 

D[xl^"' D[/J V)[x']^°- 

Le système (2) représente donc une transformation qui est dite le 
produit des deux transformations S et T, et qui s'indique par le 
symbole ST. 

Il est évident qu'en général le produit ST sera distinct du pro- 
duit TS. S'il arrive que ces produits représentent la même trans- 
formation, on dit que les transformations S etT soni permutables. 

La plus simple transformation est celle qui conserve les 
variables x\ elle est dite transformation identique et s'indique 
par l'unité : 1 . 

Sont dites inverses deux transformations dont le produit est 
l'unité. 

11 est évident qu'on obtient l'inverse de la transformation (i) en 
résolvant les équations (i) par rapport aux x, 

A une transformation correspond toujours son inverse y 

(*) En écrivant ? ^ o, nous entendons exprimer que la fonclion 9 n'est pas 
idenliquement nulle. 
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puisque, les fonctions fi étant indépendantes, les équations (i) 
définissent les x comme fonctions des x\ 

Si S.S = I , la transformation S est sa propre inverse. 

Cela posé, imaginons que dans les fonctions// du système (i) 
entrent r paramètres arbitraires «i, a^, . . ., ar\ nous aurons alors 
en général oo'" transformations définies par ce système, mais il peut 
arriver que nous n'en ayons que oc', avec s < /*. Ainsi, par 
exemple, bien que dans l'équation .r'=: {a^ -\- ûTa)^ 4- «3 figurent 
trois paramètres, cette équation ne définit qu'une double infinité 
de transformations. La chose n'est d'ailleurs pas toujours aussi 
facile à reconnaître. 

Pour que, /* étant le nombre des paramètres apparents, on ait 
seulement une 5"'''® infinité de transformations (5 < r), il faut que 
le système 

(3) ^;=//(^i,^i, ...,J^//; ai,«2, ...,«/•) (t= r,9., ...,/i) 

puisse s'écrire 

x'i^ F/(j-i,^i, ..., J",,; />,, ht, b^\ 

bj=^j{ax,ai, ...,flr;.) (y = i,-.>., ...,5). 



avec 



On dit dans ce cas que les paramètres a ne sont pas tous 
essentiels. 

Nous nous proposons de rechercher la condition nécessaire et 
suffisante pour (ju'il en soit ainsi, et à cet effet nous établirons 
d'abord un lemme. 

*S''' 'h(y)^ '^''i(y)^ •••' '^»'*(y) -^'^^'^^ ('* — fonctions des 
n variables y^j jj, ..., yny H existe toujours une équation 
linéaire homogène aux dérisées partielles du premier ordre 
dont les fonctions ò sont des intégrales. 

Soit en effet /une fonction inconnue; Téquation 







oy„ 




oyi 


'4i 
oy,, 




'>yt 


oy,i 
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qui CSI linéaire et homogène par rapport aux dérivées premières de 
la fonction inconnue/, se trouve satisfaite si l'on égale celle fonc- 
tion f à l'une des fonctions '} ; les ^ sont donc des intégrales de 
cette équation aux dérivées partielles. 

Ce lemme s'étend immédiatement au cas de moins de (/i — i) 
fonctions. Soient '}| (^'), *\x{,y)t •••? *\t{y^ '^s fonctions données 
[/ < /* — i]; prenons arbitrairement (/i — i — /) autres fonctions 
tt)|(^), W2(y), . . ., co;,_,_/(^); d'après le lemme établi, il existera 
une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre, 
dont '}|, 'ia,' . . ., ht seront des intégrales, en même temps que coi, 

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant : 
Pour que, dans le système d'équations 

les r paramètres a ne soient pas tous essentiels, il jaut et il 
suffit que les Jonctions y,-, regardées comme fonctions des a, 
soient intégrales d-une équation linéaire homogène aux déri- 
vées partielles du premier ordre de la forme 

A,j î^2î •••> V étant des Jonctions de a,, a^? •••) «r- 

En effet, si les /• paramètres a ne sont pas tous essentiels, nous 
pouvons les réduire à a*(< r) nouveaux paramètres 

^i=?i(«l,«î, •..,«/•) («*=I,2, ...,5), 

lesquels seront, d'après le lemme précédent, intégrales d'une équa- 
tion différentielle de la forme indiquée. Gomme toute fonction 
K('^,,cp2, ...,'f,) de ces intégrales sera à son tour une nouvelle 
intégrale de la même équation, les fonctions 

qui sont des fonctions des 6/, c'est-à-dire des îp/, seront des inté- 
grales de cette équation. La condition énoncée est donc nécessaire. 
Pour démontrer qu'elle est suffisante, supposons que les fi 
soient intégrales de l'équation différentielle de l'énoncé. Celle-ci 
admet seulement (/• — i) intégrales indépendantes que nous appel- 
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lerons ^^ (a), ^2 (a)? . . .? ^r-i (ûf); toute autre inté^^rale aura donc 
la forme F(<|/i, Ó2? •• •> ^r-i); telle devra être aussi la forme des//. 
Les a apparaissent donc dans les /i par leur groupement en (/• — i) 
fonctions; par suite ils ne sont pas tous essentiels. 

De là résulte une méthode pratique pour reconnaître si, dans un 
système donné (3) de transformations, les r paramètres sont essen- 
tiels ou non. 

Dans les équations 

où X|, Xo, ..., Xr représentent des quantités indéterminées, don- 
nons aux variables jr,, . . ., ;r„ des valeurs déterminées, mais géné- 
rales; nous obtiendrons n équations linéaires homogènes en X|, 
X2, . . ., Xr> à coefficients dépendant des a. De ces équations, il ne 
saurait y en avoir plus de /• distinctes. S'il en existe précisément r, 
leur système n^admetpas d'autre solution queÀ| = A2=... = Àr=o, 
et les paramètres sont essentiels. Si le nombre des équations indé- 
pendantes est /•'<; r, remplaçons, dans les équations (4), les x par 
d'autres valeurs déterminées, distinctes des précédentes; soit /•" le 
nombre des nouvelles équations, distinctes entre elles et distinctes 
des précédentes, ainsi obtenues. Si /'-[- /'''= r, les paramètres sont 
essentiels; si, au contraire, r' -h /•"< r, on donnera aux x de nou- 
velles valeurs, et ainsi de suite. Après un certain nombre h d'opé- 
rations, on arrivera à ne plus obtenir de nouvelles équations indé- 
pendantes : les équations (4), pour des valeurs tout à fait quel- 
conques des Xj seront des conséquences des [/'+ /"-f-. . .-H r^^^] 
équations trouvées. Les paramètres seront essentiels ou non, selon 
que la somme ( r' 4- z-'' 4- . . . -|- H^^) sera égale ou inférieure à r. 



II. — Groupes de transformations. 

Conformément à la définition générale du groupe d'opérations, 
nous dirons que l'ensemble des oc'* transformations précédemment 
définies, à r paramètres supposés tous essentiels, forme un groujtc 
de transformations à /• paramètres quand le produit de deux trans- 
formations quelconques de l'ensemble est encore une Iransfonna- 
tion du même ensemble. • 
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Un tel groupe sera dit /ini pour exprimer que le nombre r des 
paramètres est fini, et continu pour exprimer que nous supposons 
les fonctions y*! analytiques, et par suite continues, par rapport aux 
variables x et aux paramètres a. Nous ne nous occuperons dans ces 
Leçons que des groupes finis et continus de transformations. 

Soient S et T deux transformations d'un groupe, définies la pre- 
mière par les valeurs aj des paramètres, la seconde par des valeurs bj 
(y = I, ii, . . ., /•). Le produit ST sera une transformation définie 
par certaines valeurs a des mêmes paramètres. On aura, en écri- 
vant pour abréger /"( a:, at) au lieu de /(xi^x.2j ..., j:/*; a ,^r)" 

jr\- r=f^(x, a), en appliquant la transformation S J 

x''f = fi(x\b), en appliquant la transformation T > (i = i, 9., ..., /i). 

x'} = /i(Ty c), en appliquant la transformation ST ! 

On aura par suite les relations suivantes, identiques par rapport 
aux X, 

d'où il résulte que les c doivent être fonctions des a et des b : 

(1) c/, = 9/,{a,ò) (A=:i,2, ...,r). 

Il est aisé de démontrer que les déterminants fonctionnels 

— ^^ — r-^ et ^ ' , ,\ •* ne sont pas identiquement nuls, hn ellet, 
D[aJ *^l^J 

des équations x^=//(.r, a), qui peuvent être résolues par rapport 
aux x^ on déduit Xi= F/(j?', a), en sorte que l'on a 

Les relations 

sont donc vérifiées identiquement et définissent les b comme fonc- 
tions des a et des c; par suite le système (i) peut être résolu par 
rapport aux b. On démontrerait d'une manière analogue que ce 
svslème peut être résolu pir rapport aux a, ce qui établit notre 
assertion. 

Démontrons maintenant le théorème suivant : 

Si les équations x- =J'i(x, a) définissent un groupe à 
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r paramètres, les équations Xi=¥i{x'^a)^ qui s^en déduisent 
par résolution relatii^ement aux x^ représentent aussi un 
groupe à r paramètres. 

En effet, avec les notations précédentes, on a, par hypothèse,. 

(a) x;=//(a:,a), tv'i^ft^x'.b), x:=//(:r, c); 

par suite, 

Xi=¥i(,x\ a), x)r=zYi{x^, b), Xi= F/C^*, c); 

(le là les relations 

F,(x\c)==F,\Fi(x\b),al 

qui expriment, puisque les c sont fonctions des a et des é, que les 
équations Xi=^ Fi(^'i ^) définissent un groupe. 

Supposons maintenant que ce groupe soit à moins de /* para- 
mètres, c'est-à-dire que les /• paramètres qui figurent dans ses 
transformations ne soient pas tous essentiels. Alors, ces r para- 
mètres pourront être exprimés au moyen de 5 < ^ paramètres b^y 
^2^ • • M ^lî en sorte que Ton aura 

r/= 4>|(t', b). 

En résolvant ce système d'équations par rapport aux x\ nous 
aurons les équations 

x\=z^t{^,b), 

qui doivent coïncider avec celles du groupe donné, c'est-à-dire que 
ce dernier contiendrait seulement s <Cr paramètres, contrairement 
à l'hypothèse. 

Exemple. — L'ensemble oo^ de transformations défini par 

x' = aix-^ «j 

forme un groupe. En effet le produit de deux transformations de 
l'ensemble est donné par 

x'' = bi(atx -h af)-^ bi= aibix-hiatbi-h bi) = CiX-h Ctj 

en posant 

C| = ai^i, Ct = ét^bi-h b^. 
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III. — Interprótation góomótrique des transformatioiis. 

Regardons les xi (/= i, 2, . . ., /<) comme les n coordonnées 
d'un point (réel ou imaginaire) dans un espace à n dimensions; 
une transformalion n'est qu'une correspondance entre les divers 
points de cet espace, telle qu'à deux points distincts correspondent 
deux autres points distincts; ou encore, une permutation des 
points de cet espace entre eux. 

Un groupe de 00'* transformations, à r paramètres essentiels, est 
un ensemble r fois infini de telles permutations ayant la propriété 
suivante : si Ton effectue successivement deux permutations quel- 
conques, on obtient le même résultat final qu'en exécutant une 
certaine autre permutation du groupe. 

Il est clair qu'un groupe donné de permutations d'un espace à 
n dimensions peut être exprimé analytiquement d'une infinité de 
manières différentes, puisqu'on peut varier à l'infini le système des 
coordonnées et le choix des paramètres. 



IV. — Équations différentielles auxquelles donne lieu 
un gproupe de transformations. 

Reprenons les formules (2) du n" II : 

Des deux systèmes de variables x et x', nous pouvons à volonté 
considérer comme indépendantes soit les unes, soit les autres; 
des trois systèmes de paramètres a^ b et c, nous pouvons en regar- 
der deux comme indépendants, soit les a et é, soit les b et c, 
soit les c et a. Nous choisirons les quantités indépendantes de 
la manière la plus avantageuse suivant les cas. Pour le moment, 
nous prendrons les J7, a et c, en sorte que les x' et les b seront des 
fonctions des x^ a, c. En dérivant l'équation écrite par rapport à 
l'un des «, nous aurons 

^ ^-^ + . . . 4- ^ ^ + ^ ^ + . . . + ^ ^ = o . 
dr' <)(t4c " ' Ox',^ diik àbi dai- ' ' ' dbp ôuk 
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Laissons fixe l'indice A*, faisons varier z de i à n et imaginons 
qu'on ait fait passer au second membre les termes contenant les 
dérivées relatives aux b ; nous aurons ainsi un système de n équa- 

lions linéaires par rapport à ^-^ (A = i,2,...,/i). Ce système sera 
résoluble par rapport à ces n quantités, car le déterminant de ses 
coefficients est — înr n ^ ^^î P^^ hypothèse, n'est pas identique- 
ment nul; les inconnues seront exprimées par des fonctions 
linéaires et homogènes des seconds membres qui, à leur tour, sont 

<les fonctions linéaires et homogènes de t-^> •••> --^, en sorte 
que l'on aura 

dx'i. ^ dbx _ dbt _ dbr 

àak àaïc date «'«A 

Jes 4> étant des fonctions des x' et des 6, indépendantes de l'in- 
dice k. Pour abréger, nous écrirons 



p = l 

Considérons maintenant les x' comme fonctions des t, qui à leur 
tour sont fonctions des a; nous avons 

dak àbi dak ' ' ' Ob,. dan- ' 

par comparaison avec l'équation (i) et si l'on tient compte de ce 
que r^r— ] p2^ o ('), on trouve immédiatement 

en considérant comme indépendants, non plus les a, mais les b. 
Prenons alors l'équation connue Cs=^s{<^î b) et dérivons-la par 



(') En effet, des équations c, = «?,(a, ò), on déduit les équations 6,= ^,(a. c) 
et a,= (0,(6, c), dont les dernières peuvent être regardées comme résultant de 
]a résolution des avant-dernières par rapport aux a; par suite, il faut que le déter- 
minant fonctionnel fA—\ ne soit pas identiquement nul. 
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rapporta Ok] il vieni 

d^i __ ^x àhx 09 ji dbr 

dajd- Ohi àaji ' ' ' ^b^ dak 

Dans cette relation, laissons A* fixe et donnons à s les valeurs i , 
2, ..., /•; nous obtiendrons un système de r équations linéaires par 

rapport aux — ^ (o = i, 2, . . ., r), résolubles par rapport à ces 

(|uantités, puisque le déterminant des coefficients, qui ^^ï" niAÎ 
n'est pas identiquement nul; on en déduit 

et par suite Téquation (1) devient 

p = i 

Laissons h fixe et donnons à k les valeurs i, 2, ..., r; nous 
aurons un système d'équations linéaires en 4>i/i, 4>2Aî •••7 ^rhj 

dont le déterminant, c'est-à-dire le déterminant des W. ou ^\ \ 

(les b étant considérés comme fonctions des a), n'est pas idenli- 
([uement nul; ces équations sont donc résolubles, et Ton a 

les A étant des fonctions des a et des 6, indépendantes de l'indice A. 
Plus brièvement, nous écrirons 



(4) V'=2*p*"''*^ë' 

Ces équations étant à leur tour résolubles par rapport aux ^-^ 

[comme on le voit d'après les équations (i) qui en fournissent la 
résolution], il s'ensuit que le déterminant formé par les A n'est 
pas identiquement nui. 
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Rn tenant compte de (2) et de (4), on obtient 



k = r 



(5) g=2ApU«.^)g. 



A=l 



et la comparaison de cette équation avec Tidentité 



* = r 



dbp ^ Oaïc dhp 



k-\ 
fournit la signification des A : 

les a étant regardés comme fonctions des h. 

Dans ces équations les c n'entrent pas; par suite, nous pouvons 
prendre arbitrairement non seulement les a, mais encore les 6, et 
poser i/= ^1, en désignant par les P/ des valeurs arbitraires, mais 
fixes. Alors, les ^ph{x\ p) sont des fonctions des seuls x\ qu'on 
peut représenter par ÇpA(^'). Posons de même ^^k^a^ (3) = ^pA(«), 
ot enfin ApA(a, j3) = ap;fr(a). Les équations (3) deviennent alors 

(6) g=i;î?/^(-')M«)- 

p=i 

Il nous faut maintenant démontrer une propriété des fonctions \ : 
// ne saurait exister n relations de la J orme 

p = r 

(7) 2^p$p/*(-^') = o, 

p = l 

dans lesquelles les g soient indépendants des x\ à moins que 
les g ne soient tous nuls. 



D'après (4), nous avons 



A=r ■ 



àak ' 



Çp/i= 2*?^'^^ 
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Si donc les équations (7) existaient, on aurait 

pzzr kzzr k = r p = r 

p = | A = l k = l p = i 

OU encore 

k = r 



en posant 



^ Oaf, 

p=r 
p=l 



Les P^ étant des fonctions des a seuls, la condition nécessaire et 
suffisante (n" I) pour que les r paramètres a ne soient pas tous 
essentiels, se trouvera satisfaite, contrairement à rhypolhcse, à 
moins toutefois que les Pa ne soient lous nuls. Dans ce dernier 
ras, les relations Pa = o forment un système de /* équations linéaires 
homogènes par rapport aux g, dont le déterminant est différent de 
zéro, car le déterminant des A n'est pas identiquement nul et ne 
le devient pas pour des valeurs arbitraires pi attribuées aux fc/, 
qui le font coïncider a\ec le déterminant des a. Il s'ensuit que les 
équations P;t==o ne peuvent élre satisfaites que pour des valeurs 
toutes nulles des g, La propriété des Ç est donc démontrée. 

Nous avons ainsi établi le 

Premier théorème fondamental (*). — Si les équations 
x'i = fi{x^ a) ( z* = 1 , 2, . . . , w ) 
définissent un groupe à r paramètres ^ les x'^ considérés comme 



(*) Dans la dernière Partie du troi<%iême Volume de son grand Ouvrage, Lie 
présente comme points essentiels de sa thtWie trois tlu^orèmes qu'il nomme pre- 
mier, second et troisième théorèmes fondamentaux. On parlera des deux der- 
niers ultérieurement. Le premier comprend le théorème que nous venons d^énon- 
cer sous ce nom, et aussi sa réciproque sous la forme suivante : 

Si les x' satisfont au système ( G ) e< si en outre le système donné de trans- 
formations comprend la transformation identique, sans que toutefois les 
valeurs des paramètres relatives à cette transformation identique annulent 
le déterminant des <}/, le système donné définit un groupe à r paramètres. 

Cette seconde partie, que nous ne démontrerons pas pour le moment, s'obtiendra 
dans la suite comme conséquence d'autres recherches. 
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Jonctions des x et des a, satisjont à un système d^ équations 
différentielles de la Jorme 

?=» 

dans ce système, le déterminant des if n^est pas identiquement 
nul y et les Ç possèdent la propriété de ne satisfaire à aucun 
système d^ équations de la forme 

p = l 

OÙ les g sont indépendants des oo' et ne sont pas tous nuls. 

Nous allons maintenant former un autre système d'équations 
différentielles. Observons que, d'après la propriété des détermi- 
iianls réciproques, nous avons 

p=r p=r* 

p=l p=l 

en donnant aux b les valeurs ^ susdites, on a donc 

p = r 

eai étant i ou o selon que A* = / ou k y6 i. 

Revenons alors aux équations (5); nous les écrirons, en tenanl 
compte des équations (6), 

ordonnons le second membre par rapport aux ^frh{^') 

a = r kz=:r 

P <j=i *=i 

en posant 



k=r 



2 Api(ûr, ^) %a(«) = Ôap(a, ò), 
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il viendra 

^ 9-1 

<»t, par suite, d'après (2), 

<J=.r 

<s = i 

On peut regarder les a comme fonctions des b et des c, et, 
puisque les c n'entrent pas dans les équations précédentes, il s'en- 
suit que l'on peut regarder les a et les b comme indépendants; de 
même on peut prendre les j/ comme \ariables indépendantes au 
lieu des x] par suite, en dérivant par rapport à Ok^ on a 



= ^^ihi^') 



^ (^O^pCa, h ) 



Ook 



le système d'équations ainsi formé est de la forme (7), et il entraîne 

— ^^ — î — = o pour toutes les valeurs de t et de p. Les 6 (a, b) sont 

donc indépendants des a et nous pou\ons les représenter par 0(6). 
Nous aurons ainsi 

a—r 
(8) '^^=^UiT)%./b). 

^ a = i 

D'une manière analogue, en changeant les x* en x et les b en a, 
nous aurons 

(S—V 

(9) ^ = 2'""<-^)M«)- 

Les systèmes d'équations (6), (8) et (9) forment la base de 
l'étude des groupes de transformations. 

Considérons encore dans les équations x\--^fi{x^a) les x' et 
les a comme indépendants; en dérivant par rapport à ayt, il vient 

,> = ^Ll _h ^-^ ^^ -t- -^ ^^ 
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OU 

p=rt 
_ dx'i ^ ôx'i O-Tp 

~" dajd Jkd Oxq Oa/c * 

p = i 

c'est-à-dire, en tenant compte de (6) et de (9), 

<j=r p = rt <T=.r 

<r=i p = i P<T = i 

ce système peut être regardé comme un système d'équations aux 
dérivées partielles définissant les x' en fonction des x. 

L'équation qu'on vient d'écrire est susceptible d'une forme un 
peu plus symétrique. 

Soit F(x') une fonction quelconque des variables x\ En multi- 

âF(x') 
pliant les deux membres de l'équation précédente par — ri—> ^w J» 



Ox'i 



<T=r p=rt <T — r 



a=i p = i *^a 

d'où, en sommant par rapport à l'indice 1, 



P ' 

il w = i 1^1 p^l 

Mais 






ÔXp ÔXç, 



Si donc on désigne par p l'indice i' de la première sommation, 
on obtient 

p = n <T = r p=/i 0' = r 

p=i «^ ff = i p = i '^ a = i "^ 

ou enfin 

(.0) 2V(«)2"î.p(-0^?^-*-2o,,.(«)2Vp(x;^^ =0. 

<T=1 p = i p a-i p = i p 
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Dans cette équation, les deux termes ont la même forme, sauf que 
dans le second les remplacent les •} du premier. 

Les équations différentielles trouvées sont des conditions néces- 
saires pour que les équations données définissent un groupe de 
transformations; mais ces conditions ne sont pas suffisantes, 
comme on pourrait le montrer par des exemples. 



V. — Groupes de transformations à un paramòtre. 

Nous commencerons par l'étude de ces groupes, car c'est sur elle 
qu'est basée la théorie des groupes à plusieurs paramètres. Il nous 
faut tout d'abord établir le lemme suivant : 

Soit un système de n équations différentielles ordinaires à 
une seule variable indépendante y età n fonctions ^j, Jj, ..., z,i 

dzi 

On peut mettre, d'une manière et d'une seule, son système 
intégral général 

(2t) -=/=^/(r»Ci,Ci, ...,C„) 

sous une Jorme telle, que pour une certaine valeur y^ de y, 
les Zi se réduisent à des fonctions données de n constantes arbi- 
traires r,, Cj, . . ., c,i 

Zi=z fliiCi, Cj, ,..,C,|) (l = 1,2, ...,«). 

Observons que le déterminant fonctionnel ^y^ ne saurait être 

identiquement nul, parce que, dans le cas contraire, les constantes 
arbitraires qui figurent dans le système (a) pourraient se réduire à 
moins de n. 11 s'ensuit que les équations 

J^iiyo^Cijd, ...,C«)= A/(Ci,Cj, ....C,|) (t = I, 2, ...,/l). 

sont résolubles par rapport aux C 

Gi= h(yoiCi,Ci, ...,c„) (t = i,2, ..., n), 
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en sorlc que le système (a) devient 
ou, plus simplement, 

-/='î'i(^»C,, ...,Crt) («= 1,2, ...,/0, 

les 'i étant des fonctions parfaitement déterminées. Notre lemme 
est donc démontré. 

Ceci posé, étudions les groupes à un seul paramétre, déHnis par 
un système d'équations de la forme 

<•) J-;=//(^i,^f, ...,Xn; a) (t = 1,2, ...,/i). 

Les x'^ satisfont au système des équations ((5) du n" iV, qui, 
dans ce cas, deviennent 

^^■^ ia = ^^"^^*' • . ., .r^) .H«) (^ = », ^ . ",n). 

On ala un système d'équations différentielles ordinaires dont les 
équations (i) forment un système intégral, 1<îs X| , x^, . ,.j jr,t repré- 
sentant des constantes arbitraires. 11 est clair que les équations (2) 
ne définissent pas un groupe unique de transformations, tel par 
exemple que celui défini par (i), puisque les x' ne sont pas déter- 
minées comme fonctions des x par les équations différentielles (2 ). 
En vertu du lemme précédent, pour que les équations (2) définis- 
sent un groupe unique, il suffit qu'on se soit donné une transfor- 
mation du groupe, c'est-à-dire qu'on sache que, pour a = Oq, on 
â certaines relations 

(3) :r;=/r/(jr,,;rj, ...,x„) ( t = 1 , 2, . . ., //). 

Voyons cependant quelle forme possèdent les intégrales. Chan- 
geons le paramètre de (2); prenons comme nouveau paramètre / la 
quantité 

(4) '~/ 'K^)^^^ ^^" dt = ^(a)da. 
Nous obtenons alors 



d^ 
dt 



v. 
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el dans ce syslcnie la >arial)le indépendante t ne figure plus expli- 
citement. Ce système peut s'écrire 

Si on laisse de côté le dernier rapport, on a un système de 
(/i — i) équations diflerentielles entre n variables, dont le système 
intégral a la forme générale 

les Ci étant des constantes arbitraires; ceci suppose que les (/i — i) 
fonctions û sont indépendantes, c'est-à-dire qu'un au moins des 
n déterminants fonctionnels des H par rapport aux x' n'est pas 
identiquement nul ; j)Our fixer les idées, admettons que le déter- 
minant fonctionnel relatif aux (/i — i) premières variables x', 

\\) J^ J' ' r~^> ï^c soit pas identiquement nul. En résolvant 

alors le système intégral précédent par rapport à x\ , x'^^ . . ., a7^,_, , 
nous avons 

^i=?/('*/i' ^l'^i C/l-l) [^ = »»•'- ...,(/! — l)]. 

Pour obtenir la dernière intégrale (la //î«^"»*^) du système diQe- 
rentiel proposé, considérons l'équation 

tlx' 



que nous pouvons écrire 

clf = 



L'intégration en esl immédiate et donne 

/-^r„=12(y,,, Cl, ....r,i_i). 

Si dans Q on remplace les c/ ])ar les û|, Q devient une fonction 
des seuls x'j que nous représenterons par Q„(x\j ..., j;),). Ainsi 
se trouve obtenu complètement le système des équations intégrales 

12, (.r\, ...,x'„) = r,, 
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Nous devons particulariser ce système en nous assignant une 
transformation du groupe. Imaginons que cette transformation soit 
la transformation identique, supposée contenue dans le groupe ( * ) ; 
cela revient à dire que les équations (3) ont la forme 

La valeur correspondante du paramètre t est, en vertu de (4)» 
/ = o. Le groupe est ainsi déterminé, puisque, pour ^ = o, nous 
avons 

Mi{x\,3f^, ...,y,j = a/(jr,,^,, ..., jr«) = c/ (t = i, 2, . . ., /i — i, /i). 

Les équations qui définissent ce groupe sont dès lors 

!û, (.r;, ...,.r;,) = û, {x,,...,x„), 
û;,_, {x\, .,., x'„ ) = 12,,.., {xx, . . . , Xn\ 

On voit de suite que Tensemble des transformations définies par 
le système (5) forme bien un groupe, car en faisant le produit de 
la transformation définie par la valeur /, du paramètre t^ et de la 
transformation définie par la valeur t^ du même paramètre, on 
obtient la transformation définie par la valeur tx + ti du paramètre. 
En outre, on reconnaît que toutes les transformations du groupe 
sont permutables, et qu^à toute transformation définie par la 
valeur^ de /, correspond la transformation inverse définie par la 
valeur — t. 

Il est facile d'interpréter géométriquement ces groupes de trans- 
formations à un seul paramètre contenant la transformation unité. 
En effet, dans un espace à n dimensions, les (/i — i) premières 
équations du système (5) représentent chacune une surface 
(espace à /i — i dimensions), et leur ensemble définit une ligne 



(*) Tous les groupes ne conliennent pas la transformation unité. Si un groupe 
la contient, soient a, les valeurs correspondantes des paramétres, b celles qui cor- 
respondent à une transformation T, et c celles qui correspondent à la transforma- 
tion-produit T. i = T : des relations connues a.- = ^'.(^i <^)t ^om% déduirons lesa^ en 
faisant bf^^ Ci^ (A =1,3, ...,r). Or, il peut bien arriver que les ^'i soient de 
telle nature qu^elIes cessent d'avoir un sens pour 6^^= C;^; dans ce cas, le groupe 
ne contient pas la transformation unité. 
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(espare a une dimenlion) sur laquelle chaque point de Tespace 
reste situé durant la transformation. Changeons alors de variables : 
transformons l'espace S à /i dimensions, de coordonnées x^ en un 
espace ï| à /i dimensions, de coordonnées j^, au moyen des relations 

Les équations du groupe deviendront 

elles expriment que, à toute transformation du groupe dans le pre- 
mier espace I, correspond, dans l'espace S|, une translation 
parallèle au /i'*'""* axe de coordonnées. 

VI. — Transformations infinitésimales. 

Gardons le paramètre t défini plus haut. Puisque/"i(jCj, ..., x,,, /) 
est une fonction analytique d(;s variables Xi, ..., x,,, /, prenant 
pour / = o la valeur x/, on aura, en la développant en série de 
Mac-La u ri n, 

..'.^:r ---!'^t-^l^'^r--^- 
avec la notation 

Les coefficients /?! A se calculent ainsi; d'abord, comme 

et que, pour t = o, les x' sont égaux aux x, on a 

Pu = hi^u -^ij • • •> •^*/t); 
il en résulte (juc 

ou 

\A=I /io h-l 

et ainsi de suite. 
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Désignons Topera lion V $a(^) t^ par le symbole X/, clans 



h=i 



lequel X peut être appelé un opérateur différentiel ; nous aurons 



En conséquence 



d'où enfin 



a-/=a:/-+- Y7\:r/-h --^\ixi-^. , . , 



ce qui donne i//i<? nouvelle Jorme des équations finies d* un 
groupe à un paramètre contenant la trans J or mation identique. 
Une fonction quelconque V{x) des x peut être développée on 
série suivant les puissances symboliques de l'opérateur X. On a 
en effet 



Or 

/ d?{x) \ ^( ^ dV{x') dx'f\ 
\ dt A.o \ -^ àx'u dl j 

/ h = n \ h=:n 

\h = l / /=0 A = l 

et ainsi de suite, en sorte que Ton obtient 

F(x') = F(;r)-+--^\ V(x)-i-^.\^Fix)-^.-.... 

Je vais maintenant établir une propriété importante du syni- 
bole X : si Ton effectue un changement de variables, ce symbole 
se change en un autre symbole de même nature. 

En effet, dans l'égalité de définition 

hrzn 

drix) 



xF(.)=2;-'-)^7 



hr.l 



introduisons, à la place dos variables j^, de nouvelles variables j'; 
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posons 
nous avons 



Or h dfx dxh "' à/„ ôx^ Aà dyt òtu 

1 = 1 



Par suite 

h = n I = n 



xrw.'f2!.-)^f£ 



A = 1 / = 1 



,=l\ " A=l / 1=1 

Tn exprimant dans X(y<), qui est une fonction des x, ces va- 
riables X en fonction des/, il vient 

>^(JV) = r,,r7i, j-i, ..., x«) = Tii(j); 
<lonc 



\F(r) = 2^"0' 



04»{y) 
Oyt 



<ît notre assertion se trouve justifiée. 

L'opération indiquée dans le second membre peut être désignée 
j)ar le symbole Y ^(y), et Ton écrira 

ou Y est un opérateur dij[)érentiel de la nature de X. 

Nous allons passer de là à une défìnition fondamentale. Si^ dans 
les équations qui définissent un groupe à un paramètre contenant 
la transformation identique, nous donnons à / une valeur aussi 
petite qu'on veut (ou infinitésimale), que nous désignons par o/, 
nous obtenons ce qu'on appelle une transformation infinitési- 
male; une telle transformation se trouve donc donnée par les 
('([ualions 

X'i = Xi-h Òt X (Xi) = Xi-h l(x) ot, 

en négligeant, bien entendu, les termes d'ordre supérieur en ùt. 

Un opérateur différentiel donné X engendre une transformation 
infinitésimale parfaitement déterminée, qui sera quelquefois dite 
la transjormation infinitésimale X. 
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Chacun des groupes à un paramèlrc précédemment définis 
contient, comme il est évident, une transformation infinitésimale 
et une seule, et celle-ci le détermine complètement. 

Une transformation infinitésimale, considérée comme une trans- 
formation d'un espace à n dimensions en lui-même, fait corres- 
pondre à chaque point un point infiniment voisin, ou plutôt une 
direction déterminée par les n cosinus directeurs 



/ 






Physiquement, en supposant n = 3 et en ne considérant que les 
valeurs réelles des jr, une transformation infinitésimale représente 
le mouvement infiniment petit d'un iluide compressible durant le 
temps 5/. Les ki{^) sont alors les composantes de la vitesse au 
point X, et le mouvement du fiuide durant un temps fini l (qui 
correspond à la transformation finie de paramètre /) se détermine 
par l'intégration des équations différentielles 



Ix^J-) U^-^') Ç3^-^/ 

Le mouvement du iluide est statipnnaire, puisque la vitesse ne 
dépend pas explicitement de t. Comme on le \oit facilement, c'est 
là l'expression du fait que les transformations correspondant aux 
diverses valeurs de t forment un groupe. 

Si (x,®\ x^^\ x^^^) est un point quelconque, la particule de fluide 
qui, à l'origine du temps, se trouve en ce point décrit une ligue 
dont les équations paramétriques sont 

en éliminant t entre elles, on trouve les équations 
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VII. — Construction des systèmes et des groupes de transfor- 
mations à plusieurs paramètres au moyen des transformations 
infinitésimales. 



Supposons données r Iransformations infinitésimales défiiiio.s 
par les opérateurs différentiels 



w=2«"<'>ë 



1 = 1 

nous dirons (|ue ces transformations sont indépendantes s'il 
n'existe entre les opérateurs correspondants aucune relation iden- 
tique de la forme 

Ci^iJ -h c'2Xj/-4-. . . -+- r;.X,./= o, 

où les c sont des quantités indépendantes des x et non toutes 
nulles. 

Celte identité peut s'écrire 



OU en ordonnant, par rapport aux -77- > 

I - n 

1 = 1 

elle doit cHre vérifiée par des valeurs quelconques des a: et par une 
fonction /quelconque; par suite, les coefficients des dérivées par- 
tielles de /doivent être identiquement nuls, et il faut qu'on ait 
les n identités 

(l; Cilii -h Ci^ti -h . , .-h Cr^ri = o (i = Ì, J, ..,, n ). 
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Telles sont les conditions pour que les /• transformalions infini- 
lésimales susdites ne soient pas indépendantes. 

Pour que les équations (i) admettent une solution commune 
(formée de valeurs non toutes nulles des c), il faut et il suffit que 
la matrice 

$11 Çiî ..• 5i« 



(1) 



;/•! Çrâ 



U 



ait sa caractéristique (*) inférieure à /'. Mais, cette condition étant 
satisfaite, il peut arriver qu'il n'existe aucune solution formée de 
constantes. On peut donc dire que cette condition [que la carac- 
téristique de la matrice {'à) soit moindre que /] est nécessaire, 
mais non suffisante, pour que les transformations infinitésimales 
Xj/, X2/, . . ., X,./ ne soient pas indépendantes. 
Cela posé, établissons le théorème suivant : 

Au moyen de r transjor mat ions infinitésimales indépen- 
dantes, on peut construire un ensemble de transformations à 
r paramètres tous essentiels. 

Soient en effet )./(e = i, i«, ..., /•) r paramètres quelconques; 
formons la transformation infinitésimale 

A=l 

où nous laissons les \ indéterminés. Pour tout système de valeurs 
des \ celte transformation infinitésimale est déterminée, et donne 
naissance à un groupe à un paramètre dont les équations finies sont 

x'iTTz Xi-h - j Zr/ -+- ~, Z* j-/ -h 

En appliquant celte formule à une fonction /quelconque, on a 

/(x) =/(.r) -+- -L zfix) -^ ^j ZV(^) -H. . ., 



(*) Nous dirons qu'une matrice, dont les cléments sont fonctions d'une ou de 
plusieurs variables, a pour caractéristique h quand tous ses mineurs d'ordre > h 
sont identiquement nuls, tandis qu'il n'en est pas ainsi pour tous ses mineurs 
d'ordre h. 
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OU, si Fon substiliic à Z l'cAprossion précédenle 

h-r k=r .h-zr \ 

Puisque l'opéralour X est sans cflct sur les A, on peut écrire 

/h — r ^ h — r 

soil 

/.' et h variant indépendamment Tun de l'autre <lc i à r. On a donr 

fi = r 

' h = i " k,h 

où le terme général du second membre contient en facteur Tex- 
prcssion de 7^p f sous forme d'une fonction homogène de degré p 
<7? = I, Ji, 3, . . .) des À. Il s'ensuit que, dans le second membre, 
il n'intervient en somme que /' paramètres, à savoir les produits 
A|/, X^/, ..., A;./, que nous désignerons par T|, t^, ..., Tr. Donc. 

Si Ton écrit n équations comme celle-ci, dont les premiers 
membres soient x\, j\^^ . . ., x\^^ on forme un ensemble de oo'" trans- 
formations formant oo^~* groiq)es à un paramètre (* ); mais on peut 
se demander si les r paramètres ne sont pas tous essentiels. Nous 
allons démontrer que les r jtaramctres sont toujours essentiels 
quand les r transformations infinitésimales sont indépen- 
dantes et alors seulement. 

En edel, si les transformations susdites ne sont pas indépen- 
dantes, il existe, entre leurs sjmboles, au moins une relation 
linéaire homogène à coefficients constants; supposons qu'il y ail 



(') Nous verrons ensuite quelles condilions doivent ôtrc satisfaites pour que 
re système constitue un groupe à ;• paramètres. 
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.ç(</) semblables relations, perraeltant d'exprimer linéaireineiii 
s des X au moyen des (r — s) autres; soit 

Ì 

X, = a,| X,-f.|-f- rt,jX,+2-i-. . .-h a.v,|.-i\|.. • 

On a alors 

Z/= X,(aiiX,+,-i-...-+-a,,r-*X,.)^-... 

-l-X,(a,|X,+i-4-. . .-h a,^;.-,X;.) -h X,^.|\;J^.I-h. . .-h X^-X^. 

Si l'on réunit les termes en X,^,, . . ., en X,., on obtient 

c'est-à-dire une expression à (/• — s) paramètres; comme il ne 
figure dès lors, dans le développement en série correspondant, 
que (r — s) paramètres, on reconnaît que les /• paramètres pri- 
mitifs ne sont pas tous essentiels. 

Il reste à démontrer que, si les transformations sont indépen- 
dantes, les r paramètres sont tous essentiels. 

Supposons d'abord que l'on ait r'^n, et que la caractérisliqu<^ 
de la matrice (2) soit égale à r. En dérivant la relation 



(3) 



r,= .r/-^ 7T ^'^/iX/t.r/-4-..., 



par rapport au paramètre ta, on a 



(hn 



?A/(^)H-. 



les termes non écrits à la suite du premier contenant au moins 
l'un des paramètres T en facteur. Si Ton fait t,= o(£ = i, a, . . ., /), 
on a 

x'i^xi et (j^) =$A,(^). 

Considérons alors la matrice suivante 



(4) 



do-', 


dx'. 


d.r;, 


<h, 


à-.\ 


<h, 


àT\ 


dj-', 


jy„ 


<hr 


à~^r 


à-.r 
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Quand les jc' tciidciit vers les x, les éléments de celte matrice ten- 
dent vers les éléments correspondants de la matrice (2), et, par 
suite, dans Thypothcse faite, la matrice (4) aura aussi pour carac- 
Icristique r. D'après un théorème connu, cela revient à dire qu'on 
[)rut éliminer les r paramètres entre les équations (3) et réduire 
ces équations à (/i — r) équations entre les x^ et les x. Mais alors, 
si les /• paramètres n'étaient pas tous essentiels, les équations (3) 
pourraient s'écrire de manière à contenir (r — s) paramètres, et 
Télimination de ces (r — s) paramètres entre les équations donne- 
rait (/i — /' -f- .v) équations au moins entre les j?' et les j*, ce qui 
esl en contradiction avec le résultat qu'on vient d'obtenir. Par 
suile notre assertion est établie. 

Considérons alors le ras général où r et /i sont quelcom|ues et 
où la matrice (2) a une caractéristique quelconque. Imaginons 
d'écrire les équations (3) successivement r fois avec /• systèmes 
«lilTéreuts de \ariables 



Posons 



Tx\ J^u ... Txn 
>^*21 ^lî • • • ^tn 



J'rX '^rt 



Tf,,, 



i = n 
i = t 



Nous aurons la transformation 



•''li^^.<i+ 7f2'^'*^ 



sh^si- 



pour m variables, et avec /• paramètres; et nous pouvDns observer 
<pic dans les transformations en question le nombre des para- 
nièlres est nécessairement moindre que celui des variables. Ecri- 
\ons alors la matrice des Ç 





;iu . 


. \nn 


Un 


;iiî • 


y 

;ii« 


•■ irn 


Çrlf . 


.. Îr,n 


;u. 


$.« . 


. ;iî» 


Ux 


î«, . 




: lu 


?«. 


• • irtn 




?lr, . 


; 1 /•/* 


y 

;*/•! 


Ur, . 


• Çî/vi 


. $,-,•. 


5r,.. . 


$rr/f 
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Si celte matrice a pour caractéristique /•, on rentre dans le cas 
particulier déjà traité, et les r paramètres t, étant tous essentiels 
pour ce nouvel ensemble, le seront aussi pour le premier ensemble 
considéré. Si l'on suppose, au contraire, la caractéristique de celle 
matrice inférieure à /*, tous les éléments des diverses colonnes 
devront satisfaire à une même relation linéaire et homogène; c'est- 
à-dire qu'on devra avoir 

2i5in-t-«î;iJi -H...-h3t|.;iri = o, 






(6,) 



(6r) 



( 






relations où les a ne sont pas tous identiquement nuls et dépen- 
dent des m variables (5). 

Puisque certainement les éléments de la matrice (2) ne sont pas 
tous identiquement nuls, dans une au moins des équations (6,) 
les Ç ne seront pas tous nuls. La même chose peut se dire ih*s 
équations (62), ..., (^r)- En outre, les équations (6j) ne sau- 
raient être conséquence des équations (62), ..., (6r); en ellet, 
dans le cas contraire, une fois trouvé un système de valeurs a,, 
aj, . . ., cLr satisfaisant à ces dernières équations, ce système devrait 
satisfaire aussi aux équations (6,); mais, les a obtenus ne dépen- 
dant pas des J7,,, a:, 2, .. ., Xtn, les équations (6|) admettraient les 
solutions a,, a2, ..., a^ indépendantes des variables qui figurent 
dans les Çi^, et par suite les Xn, X12, . . ., X,;., ou bien les X|, 
X2, ..., X,. ne seraient pas indépendants. Les systèmes (t)| ), 
(62), ..., (6,.) contiennent donc au moins r équations indé[)en- 
dantes, et, par suite, n'admettent que la solution 

«1 = a, = . . .= a,. = o. 

Il est donc impossible que la matrice ait sa caractéristique infé- 
rieure à r, et par suite le théorème se trouve complètement 
démontré. 
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Soit maintenant un système de oc/" transformahons 

pour lequel se trouve vérifié un système d'équations différentielles 
do la forme 

p=i 

le déterminant des ^ étant supposé non identiquement nul. Ces 
é(]uations (8) peuvent aussi s'écrire, eu conservant les notations 
précédemment employées, 

k-r 

k-.i 

Si Ton désigne par A,? ^2) . . ., X^ r quantités indéterminées, on a 
par suite 

p— r *=r p=^r 

p = l A = l p = l 

Introduisons à présent un nouveau paramètre /, avec la condi- 
tion que les a puissent être regardées comme des fonctions des)w et 
de i vérifiant les équations différentielles 

fin ^^'' 

p = i 

où nous avons employé le signe de dérivation ordinaire, parce que 
n(uis considérons / comme variable et les \ comme paramètres ( • ). 



( * ) Ceci équivaut à exprimer les paramètres a,, a,, . . ., a^ au moyen des nou- 
veaux paramètres /X,, t\^ ..., t\y par les formules suivantes 

'p=i 

où a\»\ aj*>, ..., aJ*ïsonl les valeurs de a^^ a^^ ..., a^ qu'on veut faire corres- 
pondre à la valeur o de /, ou aux valeurs toutes nulles des paramètres /X,, 
t\.,, ..., t\. Évidemment ces valeurs a^^i doivent élrc telles que le déterminant 
des <fy et par suite celui des s, soit fini et non nul. 
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Nous aurons alors 

p * 

Formons, avec les Ç, /* opérateur» difTércntiels distincts 
Multiplions par Ap et sommons par rapport à p : 

p=r /i=n p=r /* = « p=r , 

p = l /i=.l p=.l A = l p = l 



Posons enfin 



P=' 



(IO) 



p = i 

p^r 



et nous aurons 

h = i 

Cette relation définit une transformation infinitésimale. Donc les 
équations (9) qui, jointes au\ équations (10), donnent 

(l'i) ?/^--"'^'(^'>' 

définissent un groupe à un paramètre contenant la transformation 
identique. 

Dans les équations 



OA 



^'^■'""iS''?*?^^"''' +.... 



posons comme précédemment /Xp=Tp. Pour affirmer que ces 
équations sont résolubles par rapport aux t, il suffit de démontrer 
que le déterminant fonctionnel n'est pas identiquement nul, et par 
suite il suffit de vérifier qu'il n'est pas nul pour des valeurs parti- 
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culiòres des t. Or, si nous faisons *:/=:= o (£ = i, 2, ..., r), ce 
délerininant se réduit à celui fourni par les expressions 

lequel, par hypolhèse, est différent de zéro. Nous sommes donc 
certains qu'au lieu des a nous pouvons introduire les paramètres t, 
el, si les paramètres a sont tous essentiels, les paramètres t le seront 
aussi. 

Imaginons alors «pren intégrant le système (12Ì, on ait trou>é 

d'où, en particulier, 

lii(/ix, ri'«), o]:^c„ ..., 12,, [/(./■, a-«'., o|_ r„. 

et par suite 

Il résulte de là (pie rensemble des transformations représentées 
par (12) s'ohtient en faisant le produit d'une transformation déter- 
minée par les transformations de x''"' groupes à un paramètre. Si 
nous appliquons en effet la transformation 

nous aurons les équations 

(pii sont les équations du groupe à un paramètre engendré par la 
transformation infinitésimale (11). Cette transformation dépend 
de r constantes arbitraires, X,, À^, ..., a^.; niais il est facile de 
reconnaître que deux transformations (11), dans lesquelles les A 
sont proportionnels, engendrent un même groupe, en sorte que les 
équations (i4) définissent oc'*"* groupes à un paramètre. 

Les équations (i4) peuvent aussi s'écrire (n** VI) sous la forme 
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OU, en remplaçant X par son expression et en posant ^Xa= ta, 
(i5) x\^Xi-\- -^ ^TA-X^ây-f- '^^XkZjXu.XjXi'h 

Supposons alors, en particulier, que le système donné contienne 
lu transformation identique Xi=a:i] si l'on prend cette transfor- 
mation pour transformation (i3), les équations du système devien- 
nent 

(|6) x\-==:Xi-h -^^'ZkXj^Xi-h ^^'ZkZjXkXjXi-h,,,, 

' k kj 

et 11 est utile d'observer que si l'on veut exprimer une transforma- 
lion donnée du système sous les deux formes (i5), (i6), les 
\aleurs des paramètres dans les deux formules sont nécessairement 
distinctes. 

Soient ensuite T^*^, T^^^ deux transformations quelconques de 
l'ensemble donné, correspondant aux valeurs af*\ a^'^^ des para- 
mètres primitifs, et soient t^-^ les valeurs des nouveaux para- 
mètres T qui, substitués dans (i6), donnent la transformation T^^^ 
La transformation T^'^ étant défmic par 

la transformation T^'^T^^^ sera donnée par 

(17) x"i=x'i-{- ~2'^lt''XAa:/-f-.... 

A 

Si donc nous avions pris a^^^= a^*\ nous aurions j? = j^', et les 
équations (i5) deviendraient (en y remplaçant x' par x" pour 
éviter l'équivoque) 

(18) x'i = x'i-{'-^^'ZkXkx'i'^,,.. 

k 

En comparant ces équations (18) aux équations (17), on voit que 
ces dernières représentent une transformation particulière T du 
système donné, et qui s'obtient en donnant dans les équa- 
tions (18) les valeurs t^^^ aux paramètres t. Nous concluons donc 
de là que le produit de deux transformations quelconques du sys- 
V. 3 
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lème considéré est encore une transformation de ce système, c'est- 
à-dire que ce système forme un groupe. Ainsi : 

Si Von a un ensemble de ce'' transformations 



qui satisfont à un système d'équations différentielles 

P 
5âi 



^ = 25pA(^')4'p*(^) (^ = '> •-*» •••, /i; ^' = 1, a, ..., r), 



p=l 

V ensemble contenant la transformation identique et les va- 
leurs des paramètres a relatives à cette transformation n'an- 
nulant pas le déterminant des ^, V ensemble considéré forme 
un groupe à r paramètres. 

Ce théorème constitue {voir la note de la page 12) la seconde 
partie du premier thóoròme fondamental de Lie. 
La relation déjà écrite 

p = r 

x/=2^pW. 
p=l 

met en évidence le fait que toutes les transformations infinitési- 
males du groupe considéré peuvent s'exprimer linéairement au 
moyen de /• d'entre elles Xi/i H^^f^ • • •> X^y*. Celles-ci sont indé- 
pendantes, puisque, (n° IV), il n'existe aucun système de con- 
stantes non toutes nulles gij g2j - "j gr pour lequel on ait 

p=r 

^S^P^ç>k(^) = o {k= 1, 2, ..., n). 
p = i 
Donc : 

Tout groupe à r paramètres essentiels contenant la trans- 
formation identique renferme r et seulement r transforma- 
tions infinitésimales indépendantes. 

Observons encore que la transformation infinitésimale la plus 
générale du groupe, soit X/, ne change pas de forme si l'on intro- 
duit les variables x' au lieu des variables x. 
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Rappelons-nous en effet la relation 



Puisque Ton a 



<T p "^ <T p 



p "* 

elle devient 



P P ^ 



2;+crAXi/4.20^^X^=«- 



a 



Multiplions |>ar Xa et sommons par rapport à A* : 

en posant 
il vient 

ce qui démontre notre assertion. 

Cherchons enfin les relations entre les e et les e' : nous allons 
voir que ces relations sont linéaires et homogènes. 

Multiplions e'f^ par a^j et sommons par rapport à t : 

(J A 

^^>^k^(jkafTi=i'ki ou ^/ = — 2^ff*<''*' 

e<X = — 2 2 ^'^ *^^ ^^'' ^ "" 2 ^^ 2 *^^ ^^^" 

X- a a A- 

(C. Q. F. D.) 



(j A 

mais on a 



\ o pour k yé «, 
( I pour A = t; 
donc 



et enfin 
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VIII. — Digression sur la thóorie des óquations diffórentielles. 

Nous allons rappeler quelques théorèmes connus relatifs aux 
équations différentielles, à commencer par ce théorème de Jacobi : 

Une équation aux dérivées partielles du premier ordre dans 
laquelle J7|, .r^, ..., Xn sont les variables indépendantes et z 
la fonction, peut toujours être transformée en une autre dans 
laquelle z figure comme une nouvelle variable indépendante 
et où la fonction inconnue est une nouvelle fonction f qui n'y 
figure que par ses dérivées prises par rapport à x,, x^, . . ., 
Xfi^ z. Si V équation proposée est en outre linéaire y la trans- 
formée est linéaire et homogène par rapport aux dérivées 
de f, t est-à'dire quelle a la forme générale 

df df df df 

En vertu de ce théorème, nous pourrons supposer qu'à toute 
équation linéaire on en ait substitué une autre linéaire, homo- 
gène, ne contenant pas explicitement la fonction inconnue, et 
nous nous limiterons à considérer des équations de ce genre. 

Soient donc q équations différentielles à n variables, linéaire- 
ment indépendantes 

V /• ^f àf df 

V /• ¥ àf df 



où q<^ii'i car si y = n, Tunique solution possible du système 
serait y* = const. 

11 est facile de voir comment on peut, de ces équations linéaires, 
en déduire d'autres. Considérons à cette fin les deux premières 
équations 
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Effectuons le produit X| X2 ; nous avons 



X, 



i = l \a = i / 



=2«"2(«":^^-^— ^"^ 



dxi âx/^ âxi ùxfi I 
1 = 1 A = i" 

OU 

ih ih 

De même 

X.X,/. 2 2 '—» ^é; - 2 2«"^ jS- 

Si l'on fait la différence de ces deux produits, en observant 
que les premiers termes des seconds membres se détruisent, puis- 
<(U'on peut permuter h et 1, il vient 

x,x./-x.x,/=2:g:(2-'^-2«.'Sf) 

ou encore 

Y. Y. /•_ Y.Y. f^ V /Y-/».. —Y-/».,; _^ 



X,X,/-X,X,/=2(X,a«/*-X,a»„)J^; 



les dérivées secondes de /ont disparu de cette combinaison, et Ton 
a une expression linéaire homogène du premier ordre qu'on indique 
par (XiXj)/; ainsi par définition 

(X,X,)/^XiX,/-X,X,/. 

Les opérateurs X possèdent des propriétés remarquables. 

Nous avons déjà vu, par exemple, qu'en effectuant un change- 
ment de variables indépendantes, les X/* se transforment en expres- 
sions de même nature. 

Voici encore une importante identité qui est immédiatement 
démontrée : 

Si Von considère trois opérateurs quelconques X|, X2, X3, 
on a identiquement 

((X.X,)X,)/-i-((X,X,)X,)/-((X,XOX,y=o 



33 PREMlâRE PARTIE. 

En effet, d'après la définition qu'on vient de donner, on a (en 
omettant d'écrire y*) 

((X,\,)\^) = (X»X,- X,X„ XO = (X,X„ X,) - (X,X„ Xa), 

car l'opérateur X jouit manifestement de la propriété disi rib ut ive. 
Nous avons donc 

((x,x,)X3)=XiX,x,-x,XjX,~x,x,x;-+-X3X,x,. 

Il suffit de permuter circulairement les indices pour obtenir 

((X,X3)X,) = X,X3X,-XtX,X3-X3X,X,-i-X,X,X„ 
((X3X0X,)=X3X,X,-XjX,X,-X,X3X,^X,X»X,. 

En ajoutant ces trois égalités, on obtient de suite l'identité écrite. 

Revenons à notre système d'équations. On voit que si/* satisfait 
aux deux équations Xiy= o, ^2/= Oy elle satisfera aussi à l'équa- 
tion (X| X.2)f= o. 

Conséquemment, toute intégrale commune aux q équations don- 
nées sera aussi commune aux équations (X|X2)y=:o, ..., 
(X|X^)y=o, ..., (X^_|Xy)y=o, qui s'en déduisent. Ainsi le 
système donné se trouve amplifié. Il peut alors se faire que quel- 
qu'une des nouvelles équations soit une combinaison linéaire des 
q premières équations : une telle équation est à supprimer. 

On continuera de la sorte à former de nouvelles équations, 
parmi lesquelles on a à supprimer celles qui sont des combinaisons 
linéaires des précédentes. Si l'on arrive ainsi à un système conte- 
nant au moins n équations, le système donn^ sera manifestement 
de ceux qui n'admettent pas d'intégrales communes. Mais il peut 
aussi se faire qu'on arrive à un système de />(<[ «) équations tel 
que, de ces équations, on ne déduise, par le procédé indiqué, que 
des équations combinaisons linéaires des précédentes; dansée cas, 
le système des p équations est appelé un système complet. Il est 
clair qu'un système d'équations linéaires homogènes, ou bien 
n'admet aucune intégrale, ou bien peut se transformer en un 
système complet. D'après cela, il suffira d'étudier seulement les 
systèmes complets d'équations différentielles linéaires homogènes 
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Au sujet de ces systèmes, il convient de citer les théorèmes sui- 
vants : 

I ** Un système complet de p équations différentielles linéaires 
homogènes à n variables {p<.n) admet (n — p) intégrales 
in dépendan tes ; 

2*" Si, sur un système complet, on opère un changement des 
variables indépendantes, le système obtenu est encore un sys- 
tème complet; 

3° Si Von a un système complet et qu'à un groupe de ses 
équations on substitue un groupe équivalent d^ équations, le 
nouveau système obtenu est encore un système complet. 

Je rappellerai, à propos de ce dernier théorème, que deux sys- 
tèmes d'équations différentielles sont dits équivalents quand 
chaque équation de l'un est une conséquence de l'autre, de telle 
sorte que toute intégrale de l'un soit aussi une intégrale de l'autre- 

Arrivons à un quatrième théorème : 

4** Étant donné un système complet de p équations linéaires 
homogènes à n variables (/><[ /i)? <?^ ^^ne fonction quelconque 
'i(j7i,a72, ...yXn^p) de (n — p) des susdites variables, on peut 
toujours trouver une intégrale du système qui, pour 

(a,, a^, ..., oLp étant des valeurs prises arbitrairement), se- 
réduise à cette fonction ò des {n — p) autres variables. 

En particulier, on peut toujours trouver une intégrale qui, pour 
les valeurs (i) des variables x„_p^t^ . . ., x,i, se réduise à une cer- 
taine des autres variables. 



IX. — Fonctions et équations qui admettent 
des transformations données. 

On dit qu'une fonction /(x) des variables j:,, x.2j ..., x„ est 
invariante par rapport à une transformation donnée, ou admet 
cette transformation quand, en appliquant aux x cette transfor- 
mation, on trouve que ladite fonction reste invariante. 
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Considérons maintenant Téquation f{x) = o et appliquons 
aux X la transformation donnée : il peut arriver que la nouvelle 
équation à laquelle on parvient se présente sous la forme 

/(^')Q = o, 

le facteur Q étant une simple constante ou une fonction des x\ 
dans le premier cas, la nouvelle équation est dite équivalente à la 
proposée et, dans l'un et l'autre cas, on dit que la proposée admet 
la transformation considérée. 

Si une fonction ou une équation admet toutes les transformations 
d'un groupe, on dit qu'elle admet ce groupe de transformations. 

Nous voulons chercher la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une fonction soit invariante par rapport à un groupe de trans- 
formations à un paramètre. Nous rappellerons pour cela le dévelop- 
pement 

/(a;')=/(:r)^--lx/+i^X«/-..., 

où t est le paramètre du groupe défini par l'opérateur X. Comme 
par hypothèse f{x) ^/(x'), il faut que l'on ait X/= o. Cette 
condition est d'ailleurs suffisante, car, si elle est vérifiée, on a 
X^/=o,Xy=:o, ... et, par suite, y(j7')^/(j7). Nous avons donc 
démontré ce résultat : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu^une fonction 
J{x) soit invariante par rapport à un groupe de transforma- 
tions à un paramètre défini par l'opérateur différentiel X, est 
que cette fonction soit intégrale de V équation différentielle 
X/=o. 

Nous dirons, par définition, qu'une fonction f admet la trans- 
formation infinitésimale X/ si elle est intégrale de l'équation 
Xy= o. Nous pourrons alors donner à ce théorème la forme sui- 
vante : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 
f{x) admette un groupe de transformations à un paramètre 
est que cette Jonction admette la transformation infinitésimale 
contenue dans le groupe. 

Si l'on observe qu'une fonction intégrale des deux équations 
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Xiy= o, ^2/= o est aussi intégrale de Téquation (X|X2)/= o, 
on a ce théorème : 

Si une fonction admet les transformations infinitésimales 
X|/, Xj/, elle admet aussi la transformation infinitésimale 
(X.X,)/. 

Soit maintenant un système d'équations, supposées indépen- 
dantes, 

(l) i2,{x) = 0, i2,(a7) = o, ..., Qn-m{^)==0. 

Si ce système admet toutes les transformations d'un groupe à un 
paramètre X/, cela revient à dire que les équations 

ili(x) -H -,-Xi2/(jr) -\- ^ \iQi{x)-^.. . = o (t = i, 2, . . ., /i — m) 

doivent être vérifiées par tous les systèmes de valeurs des x qui 
vérifient le système donné, et cela quel que soit t. Au système qu'on 
vient d'écrire, on peut évidemment substituer le suivant : 

(1) \Qt{x)^-L\^Qi{x)-^,.. = o (t = i,9, ...,n-/n); 

et il est clair que, pour que ce système soit satisfait, quel que soit f, 
par toutes les valeurs des x qui vérifient le système donné, il faut 
que pour ces valeurs de x on ait 

(3) Xû/(x) = o (t = 1,9., ...,/i — m). 

En effet, si, pour un certain système de valeurs vérifiant (i), les 
équations (3) n'avaient pas lieu, il serait aisé d'assigner une valeur 
de t pour laquelle ce système de valeurs ne satisferait pas à toutes 
les équations (2). 

Si nous disons, par définition, qu'un système d'équations (i) 
admet une transformation infinitésimale X/ quand les équa- 
tions (3) sont conséquences des équations (i), nous aurons cette 
conclusion : 

Pour qu^un système d\^quations admette les transformations 
d'un groupe à un paramètre, il est nécessaire qu^il admette la 
transformation infinitésimale génératrice de ce groupe. 
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Nous démontrerons sous peu que cette condition est aussi suffi- 
sante. 

Puisque les équations (i) sont supposées indépendantes, la 

matrice 

cH2, àili âQi_ 

âxi dxt dxn. 



dx\ 



dXf 



àti„-„ 

àXn 



aura pour caractéristique (n — /?i), c'est-à-dire qu'un au moins de 
ses mineurs d'ordre (n — m) ne sera pas identiquement nul. Sup- 

posons, pour fixer les idées, que le déterminant -rr- r 

' '' '^ D{XiyXt, ...,Xn-m) 

nv soit pas identiquement nul. Résolvons le système (i) par rapport 
aux (n — m) premières variables, ce qui se peut d'après l'hjpo- 
ihèse faite; nous aurons 



En remplaçant les (/? — m) premiers x par les <p dans une quel- 
conque des équations données, on obtient une identité. Pour indi- 
quer le remplacement de ces x parles o dans une fonctian F des J7, 
nous enfermerons la fonction F dans une parenthèse carrée; c'est- 
à-dire que nous poserons 

Avec cette notation, pour une quelconque des fonctions Û, nous 

avons 

[12/] ^o. 



Soit alors la transformation infinitésimale considérée 



h=t\ 



d'où, en introduisant les ç, 



h=n 



h = \ 
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et, en se souvenant que $>i= Xj^a? 

h = l 

D'autre part, si l'on se rappelle que l'on a en général 
Il vient 

/* = 1 * /i = rt — m -»- 1 

ce qui peut encore s'écrire 

/* = ! /i=n — m-t-l 

Il s'ensuit que 

/j— n — m A = « 

A = l /i— n— m-t-l 

et, par conséquent, 









A=l 

Or, avec notre nouvelle notation, la condition nécessaire trouvée 
peut s'écrire 

D'autre part, comme [Û/J ^ o, on a aussi 

X[û,] = o, [Xti2,]]^o. 
Si donc on applique aux û/ la formule (4), il vient 

2 [d^J'^^^'^'^""'ï'^^l^^ (4 = 1,2, ...,/i — m); 
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mais, comme par hypothèse le déterminant des t— ^ est difTérent de 
zéro, on doit avoir 

Il résulte de là, d'après (4), que Ton a, quelle que soit la fonc- 
tion F, 

[XFI-[X[F]] = o. 

Si donc F = o est une conséquence du système (i), c'est-à-dire 
si [F] ^ o, comme il s'ensuit que X[F] ^ o et [X[F]] ^ o, on a 
aussi [XF] ^ o. Donc, enfin : 

Si r équation F := o est une conséquence du système donné y 
il en est de même pour Inéquation XF = o (et, par suite, aussi 
pour les équations X^F = o, X'F = o, . . . ). 

En d'autres termes, si le système û|= o admet la transforma- 
tion infinitésimale X/, toute équation qui en est une con- 
séquence admet la même transformation infinitésimale. 

En particulier, deux systèmes équii^alents admettent les 
mêmes transformations infinitésimales. 

Revenons à la question qui nous occupait tout à l'heure et sup- 
posons que les équations données admettent la transformation infi- 
nitésimale Xy, c'est-à-dire que les équations (3) soient consé- 
quences des équations (i); il s'ensuivra, d'après le théorème qu'on 
vient de démontrer, qu'il en est de même pour les équations 

et, par suite, aussi pour les équations (2), en sorte que le système 
admet le groupe considéré. 

Nous conclurons de là ce théorème : 

La condition nécessaire et suffisante pour que le système 
des équations û, = o, ..., Û;,_;„=o admette un groupe à un 
paramètre défini par V opérateur X/, est que les équations 
Xû| = o, ..., Xû/,_„t=o soient des conséquences du système 
donné. 

Ce théorème peut encore s'énoncer sous cette autre forme : 

Un système d^ équations admet un groupe à un paramètre 
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quand il admet la transformation infinitésimale de ce groupe, 
et alors seulement. 

Supposons qu'un système d'équations (i) admette deux transfor- 
mations infinitésimales X|, X2. Cela veut dire que les équations 
X|Û/=o, X2Û|=o sont des conséquences du système. Mais, 
d'après la remarque que l'on vient de faire, il s'ensuit que les 
équations X2X|Û|==o, X|X2Û/=o sont des conséquences du 
système, et l'on pourra donc dire la même chose des équations 
(X| X2)û/= o. Ainsi : 

Si un système d^ équations admet les transformations infi- 
nitésimales X| , X2, il admettra aussi la transformation (X| X2). 

Tout ceci posé, arrivons à la solution d'un important problème : 

Etant donnée la transformation infinitésimale X/, trouver 
tous les systèmes possibles d^ équations qui admettent cette 
transformation infinitésimale . 

A cet effet, commençons par diviser tous ces systèmes possibles 
en deux classes : à la première appartiendront tous les systèmes 
tels que les équations Ç, (j7) = o, ..., Ç;,(j7) = o n'en soient pas 
toutes des conséquences; à la seconde appartiendront tous les 
autres. 

Partons de l'équation Xy= o et supposons qu'on soit parvenu 
à trouver le système de première classe 

û, = 0, U,= o, ..., Q,a^m=o. 

Soit^i, y 2^ ..., j>'/i_i un système d'intégrales indépendantes de 
Xy = o. Un changement de variables ne changeant pas la forme de 
cette équation, prenons en particulier comme nouvelles variables 
les ^ (qui sont des fonctions cp des x) et l'un des x^ yffZ=zXa : 

l'équation se réduira à la forme -^ = o. En effet, on a 



Or 



. àf . àf , df 



àf 

dXt 


_ à/ dy, _^ 
Oyi ttxi 


, àf ày„-t 
Oy„-, dx, 




_ àf dyt ^ 
àyi àXa 


, àf ày„., 1 df 
ày„-i dxn (>y„ 
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Multiplions respectivement par Ç,, . . ., Ç«, ajoutons et rappelons- 
nous que j^<,j^2, ...,^/i_i sont des intégrales de l'éqoation donnée ; 
nous aurons 

t ^f àf 

\n -f- = O OU 3^— = O. 

àyu àyn 

Par rintroducUon des y, les Û>i(x) prendront la forme ^a(^) et 
nous aurons 

*i(r ) = o, ♦îO') = o, . . . , *«-m(r) = o- 

Si le premier système admet la transformation infinitésimale Xy, 

le second admettra la transformation -r^-qui est la transformée de 

la première avec les nouvelles variables ; le second système, ou ne 
devra donc pas contenir^,,, ou devra pouvoir être transformé en 
un autre système ne contenant pas y,i : en d'autres termes, le 
système transformé ne devTa pas pouvoir être résolu par rapport 
à y,t. En effet, si l'on pouvait en déduire 

comme cette équation doit admettre la transformation infinité- 
simale -^ (puisqu'elle est conséquence d'un système admettant 

^yn 

cette transformation), on aurait l'absurdité i = o. 

Le système des 4> devra donc, ou être de la forme, ou être réduc- 
tible à un système de la forme 

• • > 

En observant que les premiers membres de ces équations sont des 
intégrales de Xy= o, on peut dire que, pour avoir un système de 
la première classe, il suffit d'égaler a zéro un certain nombre d'in- 
tégrales de X/= o. Réciproquement, tout système ainsi obtenu 
appartiendra évidemment à la première classe. Ainsi les systèmes 
d^ équations de la première classe sont exclusii'ement tous ceux 
qui s^ obtiennent en égalant à zéro un certain nombre d^ inté- 
grales de Inéquation différentielle X/= o. 

Si ^ est une fonction quelconque, pour toutes les valeurs des x 
annulant les Ç, on a évidemment X^ == o. Considérons alors le 
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système d'équations 

OÙ ò|, ^2, . . . sont des fonctions quelconques; désignons par / le 
premier nombre d'tuae quelconque de ces équations; on a toujours 
Xy^zio comme conséquence de ces équations, en sorte qu'on peut 
dire que le système admet la transformation infinitésimale consi- 
dérée. Réciproquement, toutsys<tème dont les équations ii =o, ..., 
^„=o sont conséquences, doit contenir ces équations (ou au moins 
doit pouvoir être mis sous une forme telle qu'il les contienne). 
Donc : 

Les systèmes de seconde classe sont exclusivement tous ceux 
qui s^ obtiennent en adjoignant aux équations S = o d^ autres 
équations quelconques , compatibles toutefois entre elles et avec 
celles-là. 

D'après cela, tous les systèmes possibles résultent en dernière 
analyse de l'intégration de l'équation X/= o. 

Nous allons maintenant traiter cet autre problème plus général : 

Étant données les transformations infinitésimales X|/, 
Xj/, ..., Xr/, trouver tous les systèmes possibles d'équations 
qui les admettent. 

Ce que nous avons dit précédemment nous fait présumer que le 
rôle essentiel sera joué par le système des équations différentielles 
Xiy= o, K2f= o, . . ., S.rf= o, système qui, en général, ne sera 
pas complet. 

Il suffit toutefois de traiter le cas où ce système est complet. En 
effet, on sait que si un système d'équations admet les transforma- 
tions infinitésimales Xi/", X2/', il admettra aussi la transforma- 
tion (XjXj)/. 

Par suite le système que nous cberchons admettra aussi les trans- 
formations (X1X2)/, (XiXs)/, ..., (Xr-^Xr)/, parmi lesquelles 
nous ne retiendrons que celles qui ne sont pas des combinaisons 
linéaires des précédentes transformations. En continuant de la 
sorte, nous arriverons à adjoindre aux transformations données les 
nouvelles transformations Xr+i/, Xr+2/5 • • •? ^7/» c" dehors des- 
quelles il ne sera pas possible d'en trouver qui ne soient des com- 
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binaisons linéaires de Xi/, ..., X^/l Le système des équations 
différentielles qu'on est ainsi conduit à considérer 

sera complet; c'est ce que nous voulions démontrer. 

Supposons donc complet le système des équations obtenues en 
égalant à zéro les transformations données, que nous admettons 
<Hre indépendantes. Les équations pourront n'être pas linéairement 
indépendantes (c'est-à-dire qu'il peut arriver que certaines d'entre 
elles soient des combinaisons linéaires, à coefficients non con- 
stants, des autres équations); soit/? le nombre de celles qui sont 
linéairement indépendantes. Posons 



x*/=2^*' 



dxi 



c-l formons la matrice 






^> 



?,-. ?,-, 



Çr/t 



celle-ci aura pour caractéristique p. Cela posé, divisons comme 
plus haut tous les systèmes cherchés d'équations en deux classes. 
Appartiendront à la première classe tous ceux qui n'entraînent pas 
la nullité de tous les mineurs d'ordre/? de la précédente matrice; 
appartiendront au contraire à la seconde classe tous ceux qui 
entraînent comme conséquence la nullité de tous les mineurs 
d'ordre /> de cette matrice. Cette dernière classe peut se diviser à 
son tour en p sous-classes qui s'obtiennent en supposant que le 
système entraîne seulement la nullité des mineurs d'ordre />, ou 
bien aussi celle des mineurs d'ordre (/> — i), etc. 

Envisageons le problème dans le cas où l'on recherche les sys- 
tèmes de la première classe. Soient Ui = o, Û2= o, . . ., 0,= o les 
équations du système cherché, et soit 



$.,«- 



/»+! 



$t.«- 



p-*-t 



h,n 



sPtn—p+i ?/>,«— />-»-t ••• sp,n 

le mineur d'ordre p qui, non seulement n'est pas identiquement 
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nul, maïs même ne s'annule pas en vertu des équations du système. 
Résolvons les équations Xiy= o, ..., \p/=zo par rapport à 

r — ^ — 9 - — ^ — , ••., -J-i et mettons-les sous la forme 

i = n — n 



OJTn-p-hi 

1 — 1 



2 '".'^ = "' 



i— 1 

les r, n'étant ni indéterminés, ni identiquement nuls en vertu des 
équations. Nous obtenons ainsi un syslcnic équivalent au système 
des équations X/y= o (1 = 1,2,..., ^), donc un système com- 
plet; nous désignerons par Yi/, Yj/, ..., Y pf les premiers 
membres des équations de ce système, les Y étant de nouveaux 
opérateurs différentiels. Cela étant, ce système complet de y> équa- 
tions à n variables admet (n — p) intégrales indépendantes que 
nous désignerons par 

Effectuons un changement de variables indépendantes en intro- 
duisant, au lieu des J7, les y définis par ces dernières relations et 
par 

yn—p-\-\ = ^n—p+li yn—p-^1 = ^/i— /i+ï» • • •> yn = •''«• 

Les équations Yif=z o, . . ., Yp/=z u se réduisent a 

- — ^ = o, ..., -^=0 

Oyn-p-i-l à^n 

(voir plus haut), équations que nous écrirons 
Zi/=o, ..., 7.f,f=o. 

Le système des équations 0/= o admet par hypothèse les trans- 
formations infinitésimales X,y, ..., X^/et, par suite, les transfor- 
mations Y, y, . . ., Yp/j d'après ce qui a été dit précédemment. Si 
donc nous posons ù/i(x) ■-=Y/i{y), nous aurons le système des 
V. 4 
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équations 

qui admettra les transformations infinitésimales Zi/", Z^/", ..., T^pf* 
On déduit de là que ce système d^équations ne contient pas les 
yn~pjf^^ yn-P+'it • • •» ^/«? ou du moins ne les contient qu'en appa- 
rence et peut se réduire à un système équivalent ne les contenant 
pas. Kln effet, s'il les contenait effectivement, le système serait 
résoluble par rapport à ces variables, en sorte qu'on en pourrait 
déduire 



J'n — ^piXi, yt, '", yn-p ) = o, 

et ces équations devraient admettre les transformations Zy. Or on 
voit que, par exemple, en appliquant la transformation Tjif k la 
première de ces relations, on obtient l'absurdité i = o, et ainsi des 
autres. Chacune de ces relations n'admet donc pas toutes les trans- 
formations Z/, d'où il suit que le système de ces équations n'est pas 
conséquence du précédent, et cela justifie notre assertion. 

Ainsi, le système des équations V = o pourra se réduire à un 
système dont les premiers membres soient des fonctions seulement 
^'c JKiî y 'l'i • • -5 yn-pf c'est-à-dire soient des intégrales du système 
complet. 

On voit donc immédiatement que, pour avoir un système d'équa- 
tions de la première classe, il suffit d'égaler à zéro un certain 
nombre d'intégrales du système complet d'équations différentielles 
considéré. 

Naturellement cette détermination devra se répéter pour tout 
déterminant du y?'*'*"" ordre non nul. 

Proposons-nous maintenant de rechercher un système d'équa- 
tions de la seconde classe, ou, d'une manière plus précise, un 
système d'équations d'une sous-classe déterminée comprise dans la 
seconde classe. Nous allons montrer que ce problème se réduit à la 
recherche d'un système d'équations de la première classe relatif à 
un autre système de transformations infinitésimales. 

Supposons, pour fixer la sous-classe, que le système des équa- 
tions cherchées entraîne la nullité de tous les mineurs de la précé- 
dente matrice d'ordre supérieur à /e, mais n'entraîne pas la nullité 
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de tous ceux d'ordre h (h élant, bien entendu, inférieur à/?). For- 
mons tous les mineurs 6 qui ne s'annulent pas identiquement, 
mais qui s'annulent en vertu du système cherché, et écrivons 

01 = o, 02= o, ..., 0^ = 0. 

Rappelons qu'un système de s équations définit un espace à 
(/i — s) dimensions compris dans l'espace général à n dimensions. 
Le fait analytique que ce système admet une transformation infi- 
nitésimale se traduit par ce fait géométrique : si l'on donne à cet 
espace à (n — s) dimensions le déplacement représentant la trans- 
formation infinitésimale, cet espace ne change pas. Mais il se peut 
que cet espace soit décomposable en parties telles qu'en appliquant 
le déplacement susdit, ces parties se changent les unes dans les 
autres, et que l'ensemble reste inaltéré : au point de vue analytique, 
cela signifie que le système d'équations est réductible; il se com- 
pose de systèmes d'un nombre moindre d'équations, systèmes 
n'admettant pas la transformation infinitésimale considérée, et qui, 
si on leur applique cette transformation, se changent les uns dans 
les autres; de la sorte, le système total reste inaltéré, il admet la- 
dite transformation. 
Dans ce cas, soit 

(5) A, = o, ..., Af=o (/<*) 

une partie irréductible du système considéré, n'admettant pas la 
transformation infinitésimale X^/. Nous devrons adjoindre au 
système (5) les nouvelles équations 

XitA, = o, ..., XaA/ = o, 

puis, comme d'ordinaire, égaler à zéro les produits (Xy^X/), en 
écartant les équations qui sont des combinaisons linéaires des pré- 
cédentes, et ainsi de suite jusqu'à ce que nous ne trouvions plus 
d'équations nouvelles. De cette manière, nous parviendrons soit 
à un système d'équations indépendantes et incompatibles, soit à 
an système d'équations indépendantes et compatibles admettant le 
système donné de transformations infinitésimales. Écrivons ce 

système 

û, = o, 11,= o. ..., ûy = o. 

Considérons un des déterminants d'ordre h définis plus haut, qu^ 
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ne s'annulent ni identiquement, ni en vertu des équations du sys- 
tème cherché : 

Ç/*,/t-/*4-î ç/i, /»—/«-+-« ••• Ç/i,^ 

Écrivons encore les équations obtenues en appliquant kQ = o ios 
transformations X^/ : 

/=« 

/-i 

Si le système d'équations Û/=o contenait les seules variables 

•^/f-A+ij -^/i-A+a? • • M J^/i> dans les sommes précédentes les (n — /*) 

premiers termes manqueraient et l'on aurait /k équations linéaires 

, , àQ dQ Oii ... 

homoeenes en ^r > > •••> -r — > ce nui n est pas pos- 

sible, le déterminant susdit des coefficients étant difl'érent de zéro. 
Par suite, chacune des fonctions û devra nécessairement contenir 
au moins une des autres variables Xi, x^, . . ., Xn-ht ^^ \-o\x^ les il 
devront, comme on voit, contenir toutes les \ariables; on pourni 
donc résoudre le système des équations û = o par rapport a x,, 
Xo, . . ., Xn-h et l'on trouvera, par exemple : 



(<i) 






En d'autres termes, le système des équations 11 == o devra se trans- 
former en ce système d'équations et en un autre que nous désigne- 
rons par 

(7) V, = o, V,= o, 

les V étant supposés déjà mis sous forme de fonctions des seuls 
^«--A+i ? . . . î Xn- On pourra dire la même chose du système cherché. 
Soit maintenant en général F(^) une fonction des variables ^,, 
^25 '"j x„; indiquons par le symbole [F] l'expression déduite 
de F{x) en remplaçant Xi, x^. . . .? Xm-a par les expressions pré- 
cédentes «Pi, «2, . . ., ^,i-h' Nous pourrons dès lors écrire Vy^ [Vy]. 
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Or 






V ir . <^Vy , d\j . ÓWj 


se rcdutt à 






V V t ^^'y . à\j 



53 



par suite 



lX*Vy] = [ÇA.»-/.H..] 



d\i 



.dV, 






Puisque le système (6), (7) admet les transformations infinitési- 
males Xa/, les équations 

XA.Vy=o 

devront être des conséquences du même système, c'est-à-dire qu'on 
devra avoir 

[X,.Vy] = 
OU 

/=lt 

d\, 



I, «..J£f-» 



I— «-./l + l 



Ceci montre que le système d'équations (7) admet le système de 
transformations infinitésimales 



à/ 



[x../i= 2 [«*''iê 



i=n— A+l 



OÙ A" varie de i à /i. 

Si nous formons la matrice 



[$l,ii-/.-hl] ... [5l,n] 



ses déterminants d'ordre h ne s'annulent pas identiquement. Nous 
nous trouvons donc avoir transformé notre problème, c'est-à-dire 
la recherche des équations de la sous-classe considérée admettant 
les transformations ^k/j en un autre problème dans lequel on a 
à déterminer les équations de la première classe admettant les 
transformations infinitésimales [X^/]. 

Notre problème se trouve de la sorte entièrement résolu. 
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X. — Systèmes d'équations différentielles qui admettent 
des transformations données. 



Soit le système complet d^équations différentielles linéaires 

h = H 

<0 ^>/^2^>^(^>Jl = ^ (y =1,2,...,^). 

A = l 

Appliquons-lui une transformation ^i=fi{^)] il se transforme 
wen un autre système complet (n° VIII), en général différent, 

Mais, si la transformation est telle qu'entre les X/et les X'/" aient 
lieu des relations de la forme 

^où il est entendu que X^^/ est exprimé en x'), ou qu'entre les ç 
'Ct les Ç' aient lieu des relations de la forme 

alors le système (2) est équivalent au système (i), où l'on accen- 
tuerait les variables; en d'autres termes, la transformation change 
le système (i) en ce nouveau système 

A = î 

Quand il en est ainsi, on dit que le système (i) admet la trans- 
formation x'-=/i(x). 

Supposons donc que le système (i) admette la transformation 
x' =^fi{x). Alors, si ^{x) est une intégrale du système (i), <p(x') 
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sera une Intégrale du système (4), ou du système (2); d'autre 
part, si f (j/) est une intégrale du système transformé, ç[/(j?)] 
sera une intégrale du système primitif. Nous concluons donc que, 
si <p(^) est une intégrale du système (i), ç[/(^)] est une inté- 
grale du même système. 

Réciproquement, supposons que, ^{x) étant une intégrale quel- 
conque du système (i), o[/(x)^ en soit aussi une intégrale. De 
Xaîp(j:) = o, il suit que Xj^cp(j7') = o ou XJ^c>[/(j7)] = o; mais, 
comme on a aussi par hypothèse \f('>f[/(x)] = o, on voit que les 
X^y s'annulent en même temps que les Xj^/ et inversement; d'où 
résulte l'équivalence entre les deux systèmes. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour quun système 
complet adéquations différentielles linéaires 

X//=0 (1 = 1,2,...,^) 

admette une transformation définie par les équations 

est que y quelle que soit V intégrale ^{x) du susdit système 
complet y ?[/(^)] soit aussi une intégrale de ce système. 

Proposons-nous, après cela, de rechercher la condition néces- 
saire et suffisante pour qu'un système complet de q équations dif- 
férentielles Xy= o admette toutes les transformations d'un groupe 
à un seul paramètre défini par la transformation infinitésimale Yy. 

A cet effet, rappelons le développement 

t t^ 

où les diverses valeurs attribuées au paramètre t individualisent 
les transformations du groupe. Attribuons à t une valeur parti- 
culière; d'après le théorème précédent, si ^{x) est une intégrale 
du système complet considéré, il devra en être de même de 
l'expression 

11 est, par suite, nécessaire que Y'^(x) soit aussi une intégrale de 
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noire système. En eflet, Texpression 

devra être une intégrale, et il en sera de même, pour toute valeur 
de t, de 

? (^1+ TT Ya:/-+- . . . ) — ?(.2^) 

-^ ^ = Y?(:r)+...; 

mais, pour ^ =: o, ceci se réduit à Y^(x). 

Cette condition nécessaire est aussi suffisante. En effet, notre 
système complet de q équations à n variables possède (n — q) 
intégrales indépendantes que nous appellerons <pi, ça, ..., o«-^. 
Par suite, Ycp(x), que nous supposons être aussi une intégrale, 
devra avoir la forme 

d'où 

Si Ton tient compte de ce que, les ç étant des intégrales, les Y©,, 
Yo2î •••? Ycp„_^ sont aussi des intégrales, c'est-à-dire des fonc- 
tions des cp, on reconnaît que Y^?p(j7) est une intégrale du système. 
El ainsi de suite. On en conclut que le système donné admet la 
transformation considérée. 
De là ce théorème : 

Pour que le système complet Xif=o (« = i, 2, ..., q) 
admette un groupe de transformations à un paramètre défini 
par la transformation infinitésimale X/, il faut et il suffit 
que y «p(-p) étant une intégrale du système, \^[x) soit aussi 
une intégrale de ce système. 

Ce théorème peut encore se mettre sous une autre forme. 
Exprimons, à cet effet, que si o est une intégrale du système con- 
sidéré, Yç en est aussi une intégrale ; c'est-à-dire que si X^^ = o, 
on a aussi X^^Yç = o. Or, de X;t'^ = o, il résulte que Y X^cp = o : 
donc (X;tY)cp=:o, ce qui exprime que toutes les intégrales du 
système donné sont des intégrales de Téquation différentielle 
(XaY)/= o. Mais celle-ci, étant linéaire homogène du premier 
ordre, doit être une combinaison linéaire des équations du sys- 
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tèrne donné ; on devra donc avoir 

(Xx.Y)/=Aa,X,/+...-hA,.^X^/, 

relations qui expriment une condition nécessaire pour que le sys- 
tème Xa/== o admette le groupe à un paramètre Y/. Cette condi- 
tion est aussi suffisante. En effet, toute intégrale <p, si l'on suppose 
vérifiée cette condition, sera intégrale de (X)tY)/= o, ou de 
X^Y/ — YXa/=o. Mais YXa?p = o; donc XaY<p = o, c'est- 
à-dire que Ycp est une intégrale de système (c. q. f. d.). Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un système 
complet XiJ = o (/= 1 , 2, . . ., 7) admette le groupe des trans- 
formations à un paramètre défini par la transformation infi- 
nitésimale Yy, est que les expressions (X./(Y)f soient des com- 
binaisons linéaires des X/. 

Ce théorème a, au point de vue pratique, une plus grande impor- 
tance que le précédent, parce qu'il donne le moyen de reconnaître 
si un système admet un groupe donné sans qu'on ait préalable- 
ment intégré le système. 

Du dernier théorème et de l'identité connue de Jacobi, nous 
pouvons déduire cet autre résultat : 

Si le système complet X)t/= o (A == i, 2, . . ., y) admet les 
transformations infinitésimales Y/, Zf il admet aussi la 
transformation ( YZ )/ . 

En effet, écrivons l'identité 

((X*Y)Z)/-^ ((YZ)X;t)y H- ((ZXa.)y)/= o. 
D'après l'hypothèse faite, on a 

((X^Y)Z j/= ( 2 ^f^'-^r. Z )/= 2 (<hkr\n Z)/, 
((X*Y)z)/= ^hkr{\r,l)f -^Ihtr.T^rf (.'); 



(') Si 9, {^ ^^^^ dcuv fonctions quelconques des variables x^ il est facile de 
démontrer que 

(?X,4.Y)/=9^.(X,Y)/-^.Y9.X/+?.X^.Y/. 
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(Xr, Z)y étant linéaire en X|/, ..., X^y, on peut en dire autant 
du premier terme de Tidentité. Un calcul analogue s'applique- 
rait au troisième terme [(XAZ)Y]y. Il en résulte que le second 

terme f (YZ)Xa)/, est, lui aussi, une combinaison linéaire des Xy, 

ce qui justifie notre assertion, d'après le précédent théorème. 



XI. — Retour à la génération des groupes de transformations 
au moyen de transformations infinitésimales. 



Revenons maintenant à Tétude des groupes. Considérons les 
équations finies 

Xi=z/i{x, a), 



indépendantes et vérifiant les équations différentielles habituelles 



diik 



?p,(.-)=2«P*(«)S 



En résolvant les équations données par rapport aux J7, nous obte- 
nons 

j7/= F/(a?', a), 

et, par suite, 

équation identique par rapport aux x et aux a. Nous aurons donc, 
par dérivation relative à a^^ 

h 

qui est aussi une identité. Multiplions par ap;t(rt) et sommons par 
rapport à A*; il vient 



V^ V^ dF / ^ ùx*u xr» / ^ <^F/ 
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c'est-à-dire 



2^p*<^'>S-^2"p*('')£=''> 



qui est une identité. 

Nous voyons par suite que le système des /• équations différen- 
tielles 

h = n kzzr 

est satisfait par chacune des fonctions F/. Ce système de r équations 
différentielles linéaires à (n -h /•) variables indépendantes est réso- 
luble par rapport aux -p-> puisque le déterminant des a n'est pas 

identiquement nul; ces r équations sont donc linéairement indé- 
pendantes. Elles constituent de plus un système complet, car, 
dans le cas contraire, elle admettraient moins de n intégrales indé- 
pendantes, tandis qu'elles admettent les n intégrales indépen- 
dantes F|, F2, . .., F„. 
Posons 

nous pourrons écrire le système sous la forme 

Xp/H-Ap/=o (p = i, 2, ..., /•), 

ou encore, avec un symbole unique, 

ûp/=X'p/-f.Ap/=o (?=i,2, ..., r). 

Puisque le système est complet, on aura 

(û>,ûp)/=2^>^P*û,/, 

s 

Jes 8 étant en général des fonctions des x^ et des a. Or 

(û^ûp)/= (X',,X' )/-*-(X';,Ap)/-+-(Ay,X'p)/-^ (A>|Ap)y, 
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et il est facile de voir que les (X'^Ap)/, (A^Xp)/ sont nuls; donc 

{ÛAÛp)/=(X'y,X'p)/-^(A,.Ap)/=2VXi/-^2V^-/ 
^ ce qui entraîne 

(x;,x'p)/=2e/^p,x',/, 

s 

Nous allons montrer que les 6 ne dépendent ni des x', ni des a, 11 
suffit de noter qu'on a la relation 

(A„Ap)/=2[AA(«pA)-Ap(a„A)]^; 

à 

OU encore 

s s k k 

donc 

26/,p,a,A == A/,(apA) — Ap(a/,A). 

s 

Si nous laissons fixes A, p, et que nous fassions varier Ar de i à ;*, 
nous obtiendrons r équations linéaires en O^p* (5 = 1, 2, ..., r); 
le déterminant des coefficients n'est pas identiquement nul, par 
suite le système de ces équations est résoluble par rapport à ces 6, 
lesquels sont par suite fonctions des seuls a. Mais ils ne contien- 
nent pas même les a. Nous pouvons en effet remplacer/, dans la 
relation 

s 

par une fonction indépendante des a] nous aurons alors, en tenant 
compte de ce que les Ç ne contiennent pas les a : 

s 

(|uel que soit A". Comme les X' sont indépendants, ces dernières 
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relations ne peuvent subsister à moins que l'on ait 

Oa/c " ' 

c'est-à-dire que les 9 soient indépendants des a. Cette dernière 
condition doit donc nécessairement avoir lieu. 

Ainsi, en dernière analyse, les seront des constantes numé- 
riques que nous désignerons par c, et nous écrirons les relations 
trouvées de la manière suivante 

s 

(A/,Ap)/=:2c/,p,A,/. 

s 

Lors donc que nous avons un ensemble de transformations ù 
/• paramètres essentiels satisfaisant aux équations différentielles 
habituelles, les ;* transformations infinitésimales définies par 

If 



x'p/=2;V-(-');^ 



satisfont aux relations qu'on vient d'écrire. 

Si cet ensemble constitue un groupe contenant la transforma- 
lion identique, les X'/, écrits avec les variables primitives, ne sont 
autres que les /• transformations infinitésimales X/ génératrices du 
groupe. Nous pouvons alors écrire 

(X/,Xp)/= Vc/^p^X,/*. 

•V 

Mous allons maintenant démontrer que si, réciproquement, nous 
avons /' transformations infinitésimales satisfaisant à ee» dernières 
relations, ces transformations engendrent un groupe à r para- 
mètres. Introduisons, comme au n** VU, les variables 

•'•llj -a^lîj •••» ^in'i ^Jl, ^127 •••) ^i«; •••'. ^n, ^rii •••, -^rif 

Posons 



^i^p/-2^^?''5Ìj;^ 
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formons la matrice ^ 

Sui ••• $11/1 ïtii ••• Çîi« ••• int ••• inn 

çin ••• çir/i Çlrl ••• Çî//i ••• Çrr! ••• krrn 

qui, comme on l'a alors démontré, a /• pour caractéristique, si les 
transformations infinitésimales Xi/", X2y, ..., X^y sont indépen- 
dantes. Posons 



H considérons les équations 



Ur/=o, 



qui seront à leur tour indépendantes. En les combinant deux à 
deux comme les parenthèses ordinaires, nous avons 

(U/.up)/=2(V'^vp)/ 

Observons que, pour [jl ^ v, les (Xj^AXvp) sont nuls, parce que les 
opérateurs X,;^^ et Xvp se rapportent à des variables différentes. 
Donc 

\L s S 

cela revient à dire que les U satisfont aux mêmes relations que 
vérifient les X. Il s'ensuit que les équations Upy*= o forment un 
système complet de ;• équations à rn variables, système qui pos- 
sède (rn — r) intégrales indépendantes que nous désignerons par 
//i, ^2, ..., Urn^r^^ q"<î nous introduirons comme nouvelles va- 
riables, en leur adjoignant /• autres variables que nous appelle- 
rons a. Il vient alors, comme on l'a vu dans une autre ocCasioù, 

les r, étant des fonctions des u et des cr; si nous rendons les u 
constants, les y, deviennent fonctiolls ttés seuls a, et nous avons, 
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en appelant Ap/" ce que deviennent dans ces conditions les Upf et 
en désignant par a(rt) les r^ où les u sont égalés à des constantes, 

1=1 
les opérateurs A vérifient les relations 

(AykAp)/= ^C/ip^A,/. 
s 

Ceci posé, considérons la transformation infìnitésimale 

où nous écrivons X' pour exprimer que nous substituons les va- 
riables x' aux variables x. Les Qp/ forment un ensemble de 
p transformations infinitésimales, indépendantes si les X et les A 
le sont. 

Formons les combinaisons liabituelles par parenthèses 

(Qn, ûp)/= (X;„ X'p)/-^(A/„ Ap)/ 
les (X'^, Ap)/, (Xp, AA)/étant nulles. Par suite 

(Ua, ûp)/=2cAp,X;/-H]^c/,p,A,/= ^Cuks^,/, 

s s s 

et ces relations expriment que le système des équations 
ûp/=o (p = î, 2, ..., r) 

est complet; il comprend (/i -|- /') variables et admet donc n inté- 
grales indépendantes; désignons ces intégrales par 

F/(J7', a) (t = i, 2, ..., /i), 
et rappelons-nous que 

h 

nous aurons 
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Ecrivons 

Xi= F|(>', a); 

puisque les F/ sont indépendants, nous déduirons de là 

on sorte que les x' deviennent des fonctions des x et des a. En 
dérivant par rapport à ^r^, nous avons 

h=n 

2 dFi dx'h dFi 
dx'fi da/c Oa/c* 

A = t 

ce qui est une identité, puisque les x n'y entrent plus. Multiplions 
par apA et sommons par rapport à l'indice A" : 

k h A 

Retranchons membre à membre cette équation de Téquation (i); 
nous aurons 



2Sl^p''^^'^"2v<«) 






En faisant varier « de i à /i, nous obtenons n équations linéaires 
homogènes entre les /i^ dérivées des F par rapport aux x' , Gomme 
les coefficients mis entre parenthèses i j ne dépendent pas de l'in- 
dice f, il s'ensuit qu'ils sont les mêmes dans toutes les n équa- 
tions; le déterminant des coefficients de ces équations où nous 
regardons les t j comme inconnues, qui n'est autre que le détermi- 
nant fonctionnel des F par rapport aux x\ n'est pas identique- 
ment nul; par conséquent les expressions susdites mises entre 
parenthèses sont nulles, et l'on a 

A- 

la résolution de ces équations par rapport aux — - donne 



Ook 



p 
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On conclut de là que, si les r transfonnalions înQnitésimales 
considérées satisfont aux conditions définies plus haut, on en 
déduit un système d'équations x]^=fi{x^ a) tel que les ar' satis- 
font aux équations différentielles bien connues. Il est vrai que 
cela ne suffit pas, comme on sait, pour affirmer que ces équations 
finies définissent un groupe de transformations. Observons toute- 
fois que nous pouvons choisir les intégrales indépendantes F/ de 
manière que, pour des valeurs arbitrairement choisies de r des 
variables, par exemple pour a< = a^, a.j== «2, . . ., ar= Or, on ait 

et, par suite, 

//(ar, a) =T,. 

Donc l'ensemble des transformations considérées contient la trans- 
formation unité. Nous pouvons encore supposer les a choisis de 
telle sorte que le déterminant des i ne s'annule pas. Remarquons 
que, les // étant indépendants, il en est de même des F,. En outre 
les a sont tous essentiels; en eflet, lesane satisfont pas à des rela- 
tions de la forme 

attendu que, si elles y satisfaisaient, on aurait 

k p 

ou encore 

P * 

et puisque les Xy sont supposés indépendants, ces relations ne 
pourraient subsister que si l'on avait 



^^k(a)^pk{a) = o; 



ces relations, à leur tour, ne peuvent subsister que si tous les 6 
sont nuls. D'où il suit que les a sont tous essentiels, comme nous 
l'avions affirmé. Tout cela étant établi, d'après la seconde partie 

V. 5 
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du premier théorème fondamental, nous pouvons conclure que 
les équations x\^=fi{x^ a) représentent un groupe à r para- 
mètres. 

Partant, nous pouvons énoncer ce 

Deuxième théorème fondamental. — La condition nécessaire 
et suffisante pour que r transformations infinitésimales indé- 
pendantes X</, X2/, . . ., ILrf engendrent un groupe de trans- 
formations à r paramètres essentiels, est qu^il existe entre elles 
r{r — i) relations de la forme 

(XaXa)/=2c/,a,X,/ (/i, ^ = 1,2, ...,r; A^A:), 

où les Chks ^ont des constantes. 

Les constantes caaj» di les constantes de structure du groupe, 
sont au nombre de /•'. 

De ce que nous savons que (XaXa)/ = — (XaX^)/, nous 
déduirons aussitôt 

7, Chks^sf^—/, Cichs^sf 
s s 

ou 

7i ( ^f^f^s H- Ckhs ) ^sf = O, 
s 

et, puisque les X/sont indépendants, 

C/iAf-h Ckhs— O. 

Pour trouver d'autres relations entre les c, partons de l'identité 
bien connue 

((X,X;,), Xa)/-+- ((X/,Xa-), X,)/-h ((Xa\/), X^)/= o; 
le premier terme a pour expression 

(^C,7if X„ Xa j =^ C|A,(X„ Xa) =^ Cihs^^ Cskt^tf, 
s /s s t 

et les deux autres termes se déduisent du premier par la permuta- 
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lion circulaire de £, //, k\ ainsi : 

et, comme les X/sont indépendants, 

^. (CihsCskt-^ ChksCsit-^ C A, s Cskt) = «• 
s 

Nous pouvons donc énoncer Îr première partie du 

Troisième théorème fondamental. — Les r^ constantes c/^hs 
de structure d'un groupe à r paramétres sont liées par les re- 
lations 

( A ) c/iks -t- Ckhs = o, 

s -—r 
( B ) ^ ( C,hs Cskt ■+■ Chks Csit -*- Ckis Cgftt ) = o- 

5=1 

La seconde parlie du théorème affirme que, étant données les 
r^ constantes caa* liées par les relations (A), (B), il existe toujours 
un groupe à r paramètres dont elles sont les constantes de struc- 
ture; elle sera démontrée beaucoup plus loin (III* Partie, n" IX, 
injine), 

XII. — Transiti vite et primitivité des groupes de transformations. 

Soit un groupe de transformations défini par les équations 
x'^=Ji(x, a); ce groupe est dit transitif si, étant donné un sys- 
tème de valeurs x quelconques et un système de valeurs x' quel- 
conques, il existe dans le groupe une transformation qui permette 
de passer du premier système au second. En utilisant le langage 
géométrique habituel, nous dirons qu'un groupe est transitif 
quand il comprend toujours une transformation permettant de 
passer d'un point quelconque à un autre point quelconque de 
l'espace à n dimensions. 

Examinons les conditions à réaliser pour qu'un groupe soit 
transitif. Il faut que l'on ait r^n (c'est-à-dire que le nombre des 
paramètres a ne soit pas inférieur à celui des variables x), et qu'en 
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outre les équalions finies du groupe soient résolubles par rapport 
à // des paramètres. Une fois ces conditions vérifiées, nous pou\on> 
exprimer les paramètres a^, a-j, . . ., a,, en fonction des :r, des j' 
et des autres paramètres ^^^.i, . . . , at^, de Ielle sorte que, étant 
donnés les x et les y, la transformation correspondante sera dé- 
terminée au choix près des valeurs a,/^<, . . ., Or qui restent arbi- 
traires; ce choix fait, les valeurs de c/i, . . ., a„ se trouvent fixées 
par les équations finies du groupe. D'ailleurs, si le système n'était 
pas résoluble par rapport à n des a, on en pourrait déduire un 
certain nombre de relations indépendantes des a (entre les x et 
les jc'), et les -c, x' ne pourraient être pris arbitrairement. Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu^un groupe de 
transformations soit transitif est que le nombre des paramètres 
ne soit pas inférieur au nombre n des variables, et quen outre 
le système des équations finies du groupe soit résoluble par 
rapport à n de ces paramètres. 

Si, en particulier, r = /?, les «i, . . . , a^ se trouvent exprimés 
en fonction des seuls jc, x' ^ et, pour tout système de valeurs 
j?, j;', il existe une seule transformation qui permette le passage 
des j? aux j?' : le groupe sera dit simplement transitif. De même 
le groupe sera dit deux fois, trois fois, etc. transitif, selon que le 
passage des valeurs x aux x' peut se faire parco, oo^, . . . trans- 
formations. 

Dans un groupe transitif, il existe toujours (les transformation^ 
qui laissent invariant un point (système de valeurs des variables) : 
ou bien il y a la transformation identique si le groupe est simple- 
ment transitif, ou il y a une infinité de transformations qui con- 
servent le point considéré si le groupe est plusieurs fois tran- 
sitif. 

Nous avons supposé le groupe donné par ses équations finies. 
Supposons-le donné maintenant par ses transformations infinitési- 
males 

k 
et écrivons 

k = n 
X'i =^Xi-\- -i-^XA^x,^- 
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Le raisonnement fait plus haut est encore valable pour ces équa- 
tions, et l'on voit que, pour que le groupe soit Iransilif. il faut qu'on 
ait /'^/i, et que les équations soient résolubles par rapport aux t; 
la matrice 

l| dx\ _ dx\ I 
I dzi ' d-Zr 

*«» 1 

I ()x'n Ox'„ 

il "^ ' " ^ 

devra donc avoir pour caractéristique n. Démontrons alors ce 
théorème : 

La condition nécessaire et sujjisante pour que le groupe 
considéré soit transitif est que Von ait r^n et que la matrice 

'I Çii ... ï/ii 
i'>.) I 

il 5la ... Çr/i 

ait pour caractéristique n. 

En effet, les ç sont les valeurs des -p quand T/=rz o; si donc la 

matrice (2) a w pour caractéristique, il en sera de même pour la 
matrice (1), et le groupe, comme on voit, sera transitif. Si, d'autre 
jiart, le groupe étant transitif, la matrice (2) a pour caractéristique 
q < w, la matrice (1) aura sa caractéristique ^^, et par suite ses 
mineurs d'ordre q ne seront pas tous nuls; il s'ensuit que le 
système des équations 

sera résoluble par rapport à q des paramètres t. Nous pourrons 
donc former au plus (/i — q) relations entre les x et les x' , Obser- 
vons alors que, d'après l'hypothèse faite sur la matrice (2), parmi 
le*i équations X| /== o, . . . , Xr/= o, il n'y en a que q qui soient 
indépendantes, soit X,/=(), . , ., liç/=zo. D'après le second 
théorème fondamental, ce système d'équations est complet; il 
admet donc (/? — q) intégrales indépendantes: •ii(j:*), '^2(^^)1 • • .5 
'^^u^',(x). Comme \/i^!f/f{x) = o, les fonctions 'ÌA(.r) admettent 
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toutes les transformations du groupe, c'est-à-dire que Ton a 

(3) 4;,(.r') = 4/,(^), 4;,(r') = 4/,(:r), ..., ^n-r,{x') = ^n^ç(^). 

On voit donc que les (n — q) équations qui peuvent au plus 
exister, existent efl'ec ti veinent, de sorte que le groupe est sûrement 
intransitif, et noire asserlion se trouve démontrée. 

Les fonctions 'ii(.r), . ., '!^n-q{j^) sont, comme on Fa dit pré- 
cédemment, ûn'arir/nfes par rapport au groupe, et il n'y a que ces 
(n — 7) invariants. Géométriquement, cela veut dire que l'espace 
à n dimensions se trouve divisé en oo""^ espaces à q dimensions, 
représentés par les équations (3), chacun d'eux n'élant pas altéré 
par les transformations du groupe et prenant pour cette raison le 
nom de variété invariante. 

Un groupe intransilif admet donc un certain nombre d'inva- 
riants qui fournissent une division de l'espace à n dimensions en 
cc"~*f variétés à q dimensions, dont chacune est invariante par 
rapport au groupe. 

Le théorème établi en dernier lieu peut encore s'énoncer ainsi : 

Pour que le groupe à r paramètres engendré par les trans- 
formations infinitésimales X,/, X2/, ..., Xrf soit tr ansiti j^ 
il faut et il sujjit que Von ait r^n et que les r équations 
X>i/= o soient indépendantes. 

Il peut arriver qu'à un certain groupe corresponde une division 
de l'espace en cc"'9 variétés à q dimensions, telle que ces variétés 
se changent les unes dans les autres par les transformations du 
groupe. Dans ce cas, le groupe est dit imprimitij. Tout groupe 
non imprimitif est Ail primitif . 

Évidemment tout groupe intransitif est imprimitif. 

Soient 

Oi(d") = const., ..., o«_y(a^) = const. 

les équations des variétés en question; on pourra déterminer un 
système complet 

dont y,, . . ., '^n-q iïoient un système d'intégrales indépendantes. 
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Tonte transformation du groupe change une intégrale du sys- 
tème (4) en une intégrale du même système; c'est-à-dire que le 
système (4) admet le groupe donné. Nous devons donc avoir, 
d'après nos résultats antérieurs, des relations de la forme 

s 

L'existence d'un système complet (4) satisfaisant à des relations 
de cette forme est l'expression analytique de l'imprimi ti vi té du 
groupe considéré. 



XIII. — Variétés invariantes. 

Si, à un point P de l'espace à n dimensions, on applique toutes 
les transformations d'un groupe G, on obtient une variété à r di- 
mensions qui sera désignée par Mp. Soit P' un point quelconque 
de Mp; il existera une transformation S du groupe G telle que 
P'=S(P). Si T est une autre transformation de G et que 
F'= T(P'), on en déduit P''= ST(P). Mais ST est une transfor- 
mation de G, et par conséquent P' appartient à Mp; c'est-à-dire 
que les transformations du groupe G changent les points de Mp 
en points de Mp; ou encore que Mp est une variété invariante 
par rapport à G. 

D'après cela, si nous désignons par Gp l'ensemble des transfor- 
mations de G qui changent un certain point P en lui-même, Gpcst 
évidemment un groupe contenant l'identité et l'inverse de chacune 
de ses transformations. 

Si la transformation S change le point P en un point P', 
toute transformation ayant la même propriété a la forme TS, 
T étant une transformation du groupe Gp. 

En effet, qu'une transformation TS possède cette propriété, la 
chose est évidente. 

D'autre part, si V est une transformation qui change P en I^', 
VS~* laissera invariant le point P et sera par suite une certaine 
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transforma lion T de G,.; conséqiieminenl, V = TS (c. q. f. d.). 
li en résulte que : 

S^il existe oc"' transformations f/ui laissent im'a riant un 
point P, et s^il existe une transformation changeant P en P', 
il existe 00*" transformations changeant P en P'. 

S étant une transformation qui change P en P', les trans- 
formations qui changent P' en lui-même sont exclusiK'ement 
toutes les transformations de la forme S~*TS, oit T appar- 
tient à G|.. 

En effet, que S~*TS change P' en lui-méine, c'est chose évi- 
dente. D'autre part, si V change P' en lui-même, SVS~* change 
aussi P en lui-même, et par suite SVS~* = T; donc V = S~* ÏS 

((.. Q. K. n.) 

Il en résulte que : 

S^il existe oo"^ transformations qui laissent invariant un 
point P, et s'il existe une transformation changeant P en P', 
// existe 00"* transformations laissant invariant le point P'. 

Par conséquent : 

V ensemble des points qui admettent oc'^ transformations en 
eux-mêmes, m étant un entier déterminé, constitue une variété 
tmariante, 

puisque, d'après les théorèmes précédents, les transformations du 
groupe changent toujours un de ces points en un autre de même 
nature. 

La transformation S~VTS est dite la transformée de T par S. 
Si la transformation T change P en Q et si S change P en F, 
i) en Q', il est aisé de voir que la transformation S"' TS change P' 
en Q'; en effet S~* change P' en P, T change P en Q et S change 
i) en Q'. Ainsi : 

La transformée de T par S permute les points de V espace 
transformé au moyen de S, de la même manière que T per- 
mute les points correspondants de V espace primitif. 

Si en particulier S~*TS = T, il s'ensuit que TS = ST, et les 
deux transformations sont permutables. 
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Si nous avons une transformation Xi = /i{x) que nous dési- 
gnerons par T, et qu'aux variables qui y figurent nous appli- 
f(uions la transformation x'.= ^i{x)^ soit S, nous obtiendrons 
une nouvelle transformation x'^ = F|(j7'), soit T', entre les va- 
riables x'^ et les x] définis par x'^= ^i( x). Il est facile de voir que 
T'= S~*TS. En eOet, avec les notations qu'on vient d'employer, 
si les X sont les coordonnées de P, les x, x', x' sont respective- 
ment celles des points Q, P', Q', et Ton reconnaît que T' change P* 
en ( K. 

La détermination des variétés invariantes d'un groupe, défini 
par ses équations finies, se fait en éliminant les paramètres entre 
les équations du groupe. Si le groupe est donné par ses transfor- 
mations infinitésimales indépendantes, le problème rentre comme 
cas particulier dans une question déjà résolue précédemment, à 
savoir celle qui consiste à trouver tous les systèmes d'équations 
admettant /• transformations infinitésimales données. 



XIV. — Systòmes invariants de transformations inflnitésimales. 
Un système de q transformulions infinitésimales indépendantes 

est dit invariant par rapport à une certaine transformation 
x]=/i{x), si, en désignant par X)^y les transformations infinité- 
simales écrites avec les nouvelles variables, on a 

k — ff k-if 

A=l k=i 

les e\ dépendant seulement des e/(. 

On a d'ailleurs, en introduisant dans /les j?' au lieu des x, 



W=2x.xi^. 
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OU, en posant XAa?î= ^i,i(x'), 



'."f. 



x*/=2î*'(-')^, 



D'autre pari 



On devra donc avoir 



xi./=2^^'<-'>â? 



à/ 






Remplaçons, dans ces identités, les x' successivement par les 
q systèmes de variables 

•''llî *^Uï •••» •*l/i' '^IXt •^11» ■••» ^l/l» •••Ì '^qlt •••» ^«/H" 

nous obtiendrons un système de nq équations. Désignons par \'^ki 
les i]^^ où, au lieu des x', on écrit les x'^. Comme on Ta démontré 
dans une autre occasion (n° VU), à cause de l'indépendance des 
transformations infinitésimales données, la matrice 

M f ?' 

11! • • • Ç 1 1 « • • • Çy I 1 • • • ^q\n 



r, 



yi 



P' ?' ?' 



a nécessairement pour caractéristique y, et par suite les nq équa- 
tions formées contiennent au moins un système de q équations 
résolubles par rapport aux c' . On a donc 



h=<, 



(•^) 



e\= ^^?kheu {k= I, -2, ..., q), 



les p étant indépendants des x-. Le déterminant des p n'est pas 
nul, parce que les équations doivent être résolubles par rapport 
aux e, les e el les e' figurant symétriquement dans la définition 
posée au début. 

k = q 

Dans le système des transformations ^ CkS./.f') il y en a au moins 
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une qui se change en elle-même par la transformation :r',= //(^). 
Pour que ceci ait lieu, on doit avoir ey^= we;^, to étant une quan- 
tité indéterminée pour le moment. Il en résulte que 



h = \ 



eh 



(A=:i, i, ..., q)\ 



mais la coexistence de ces équations entraîne 



Pu — ï 

p21 



f7l 



pu 



t^tJ- 



?72 



PV7— W 



Toute racine to de cette équation donnera lieu à une transforma- 
tion infinitésimale qui se change en elle-même. 

Supposons le système des Xy invariant par rapport à toutes les 
transformations du groupe à un paramètre Y/. Posons 



et par suite 
Nous avons 

Posons encore 



1=1 



^ V ' 



. à/ 



'.ki{T') = Vki. ^i/=25i'S;. 



Tr,/= r,i{x ); 



nous aurons 



les termes omis contenant des puissances de / supérieures à celles 
figurant dans les termes écrits. Comme — t est le paramètre de la 
transformation inverse, on a 

Xi = Xi—tr^\-h.,., 
X'k^i= ?*/-+- ^(YjAt— Xa-t,/) -h. . . . 
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Multipliant par -p- et sonimaiil par rapport à f, on obtient 

Ci) Xi/= Xa/ -H /(YX;t )/-+-.... 

D'après cela, si toute transformation infinitésimale X'y^y doit 

appartenir à rensemhle ^^e^Xy^/pour une valeur quelconque 

(le t, la transformation ( YXA)/(levra appartenir au même ensemble; 
on devra donc avoir 

(YX;t)/=2^Ai-Xi/ (A: = i,'i, ...,7), 

les g étant des constantes. 

11 reste à démontrer que ces conditions, trouvées nécessaires, 
sont aussi suffisantes. 

Dérivons (3) par rapport à /. Comme nous n'avons pas déter- 
miné la loi suivant laquelle procèdent les termes du développemeiU 
du second membre, nous ne pouvons calculer cette dérivée direc- 
tement. Aussi aurons-nous recours à un artifice; écrivons dans (3) 
^ -f- T au lieu de /, et cherchons le coefficient de la première puis- 
sance de t; ce coefficient sera la dérivée demandée. A la valeur 
/ -f- T du paramètre correspondra une autre transformation X'/du 
groupe, laquelle sera le produit des deux transformations du même 
j;roupe correspondant aux valeurs ^ et t du paramètre. Cette trans- 
formation peut donc s'écrire 

>^i/=XV/+T(YXi.)/-^..., 
en sorte (|ue 



puisque l'équation (3), qui est une identité, subsiste évidemment 
encore si l'on écrit x'' à la place de x. 
11 s'ensuit que 



^(.',x'./) = '-§^x',/-t- 4 ^,,iy^if. 



TiiKORit: generali:. 
el, en soiiunant par rapport à l'indice A, on oblienl 

A~i A=rl k=l i=i 

ou 

<i) 



^2^*x'../=2Wft-.'|V"^' 



Considérons le système d'équations différentielles ordinaires, li- 
néaires, homog;ènes, à coefficients constants 

! = </ 

On sait que l'intégrale générale de ce système peut être mise 

sous la forme 

' = '/ 
(6) e\ = ^eipj,i(n, 

1 = 1 

où Ci est la \aleur que prend e[ pour ^ = o. Si dans (4) nous rem- 
plaçons les e\ parles expressions (6), il vient 

A = l 

et par suite 

2^A-VA/=const.; 



mettons dans le second membre, à la place de la constante, la 
valeur que prend le premier membre pour ^ = o, et nous aurons 
enfin 

A =.g A=q 

X=l A=l 

relation qui justifie notre assertion. 

Si, dans les équations (^6), nous regardons les e comme un sys- 
tème de variables primitives, les e' comme le système des variables 
transformées, et t comme un paramètre, ces équations (6) repré- 
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sentent les transformations d'un groupe à un paramètre, transfor- 
mations de forme spéciale, puisque les seconds membres de ces 
équations sont linéaires. Les transformations infinitésimales de ce 
groupe sont 

j 

Nous avons ainsi démontré ce théorème : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un système de 
transformations infinitésimales indépendantes 

admette toutes les transformations du groupe à un paramètre 
défini par la transformation infinitésimale Yf est que Von 
ait les relations 

{\\,)f^^gki\if 
1 = 1 

OU les gik sont des constantes. 

On déduit de là cet autre théorème : 

>Si un système de transformations infinitésimales indépen- 
dantes admet les groupes à un paramètre définis par les trans- 
formations infinitésimales Y,/, Yj/, . . ., Y^/, ce système ad- 
mettra tous les groupes définis par les transformations infi- 
nitésimales C| Y,/-|- ^2 Ya/-|- ... 4- CqYqf^ où Ics c sont des 
constantes quelconques. 

En effet, pour le cas des deux groupes seulement, Yi/*, Y^y*, 
on voit que (Y,, X^)/ sera, d'après l'hypothèse faite, une fonc- 
tion linéaire des X|/, et il en sera de même pour Cj(Y|, X^)/"; 
on peut dire la même chose à l'égard de c*2(Y2, X^)/. Il en résulte 
que (C| Y| -|- Cj Yj, X;t)/sera une fonction linéaire des X//, ce qui 
démontre notre assertion. La démonstration se généralise aisé- 
ment. 

On a encore ce théorème : 

Si un système de transjormations infinitésimales indépen- 
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fiantes admet les groupes définis par les transformations infi- 
nitésimales Y, y, Y2/, ce système admettra aussi le groupe défini 

Écrivons, en effet, ridentité connue 

((Y, Y,), X^y+ ((Y,X;t), Y,)/-4- ((X^Y,),Y,)/= o, 

où, d'après l'hypothèse faite, (Y2,X;t)/et (X;tY,)/ sont des 
fonctions linéaires des X ; si donc on combine la première paren- 
thèse avec Y, et la seconde avec Yo, on trouve que le second et 
le troisième terme de l'identité sont des fonctions linéaires des X ; 
il en sera par suite de même du premier terme de l'identité, et 
le théorème se trouve démontré. 

Quand un système de transformations infinitésimales admet 
toutes les transformations d'un groupe à un paramètre, nous 
dirons qu'il admet la transformation infinitésimale génératrice 
du groupe. Avec cette locution, les derniers théorèmes dé- 
montrés peuvent être énoncés différemment. Par exemple, on 
peut dire : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu^un système de 
transformations infinitésimales indépendantes 

^kf (A:=i, 2, ...,gr) 

admette une transformation infinitésimale Y/, est que Von ait 
les relations 

1 = 1 
oii les gki sont des constantes. 

De même pour les deux autres théorèmes. 

Supposons que la transformation Yf appartienne au système 
donné ; alors elle est elle-même une fonction linéaire des X/ : 



Y/=2^aX,/, 



A = l 
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el l'on a, d'après le théorème démoulré : 






OU 



Si, en particulier, le système admet toutes ses propres trans- 
formations infinitésimales, toutes les (X>i, X^)/ devront être de> 
fonctions linéaires des X/, et réciproquement. Ainsi : 

Pour qu^un système de transformations infinitésimales 
admette toutes ses propres transformations, il faut et il suffit 
que les combinaisons par parenthèses des transformations du 
système soient exprimables linéairement au moyen de ces 
mêmes transformations, c est-à-dire encore que ces transfor- 
mations soient aptes à engendrer un groupe. 

Des résultats obtenus au n" VI, il suit qu'une transformation 
infinitésimale, par un changement de variables, se change en une 
autre transformation infinitésimale; et il est clair que toute trans- 
formation du groupe à un paramètre engendrée par la première 
se change en celle des transformations du groupe engendré par la 
seconde, pour laquelle le paramètre a la même valeur. Si donc 

l'ensemble des ocv* transformations infinitésimales Ne^X^/ se 

change en lui-même par une transformation donnée, il en résulte 
que, par la même transformation, on change en lui-même Ten- 
semble des oo^ transformations finies constituant les oo^~' groupes 

à un paramètre engendrés par V e.jXy^/. Puisque la transformation 

A=l 

infinitésimale N^e^X^t/ se change en une autre 7^ e\\.'^.f, où les t' 

k-A k = i 

sont fonctions des e, la transformation 

(7) ^i= ^/-+- t ^eA-X^arz-f-... 

k-A 
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se changera en celte autre 

k= l 

c'esl-à-dire que, si tek= Ty^ sont les paramètres de la transforma- 
lion (■;), te\-=^'z\ seront ceux de la transformation (8), les t';^ 
étant liés aux 'Zk par les mêmes relations qui lient les e^^ aux ek* 

Supposons, en particulier, ^ = i; Téquation (2) donne e'= e, 
et, par suite, on a t' = t. 

D'après cela, étant donné un groupe à un paramètre X/, soit 
à trouver la condition pour que ses transformations soient inva- 
riantes par rapport aux transformations d'un autre groupe à un 
paramètre X f et aussi permutables avec ces dernières transfor- 
mations. Nous savons que é?', comme fonction de /, doit satisfaire 
aux équations (5), qui, dans le cas actuel, se réduisent à une 

seule 

de' 

-di -^Se^o'. 

de' 
d'autre part éf'= e; donc ^ = o et, par suite, ^=0; d'où 

(Y,X)/ = o. 

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, les transfor- 
mations des deux groupes sont permutables, parce que, si ^=0, 

de' 
il s'ensuit -j- ^ o, et e'= const = e. 
ai 

En appelant permutables deux transformations infinitési- 
males Xy, Yy* entre lesquelles a lieu la relation (Y, X)/= o, nous 
pouvons conclure par ce théorème : 

Pour que les transjormations de deux groupes à un para- 
mètre soient permutables y il faut et il suffit que les trans for- 
mations infinitésimales de ces deux groupes soient permu- 
tables, 

XV. — Groupe adjoint. 

Nous savons que, si les transformations infinitésimales X|/, 
X2/, . . ., Xr/sont aptes à engendrer un groupe à r paramètres, 
V. 6 
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on a 

(I) (Xa,X*)/=2ca*«X./, 

i = l 

et le système des X/est invariant par rapport aux transformations 
du même groupe. 

Soient x'^=fi(x^ a) les équations finies du groupe à r para- 
mètres défini par les X/. Appliquons à une transformation infini- 

lésimale^l c^X^/la transformation finie du groupe relative aux 
valeurs a des paramètres ; les coefficients e' de la transformation 

h = r 

infinitésimale iransformée \^ e'f^ XJ^/ seront liés aux e par les 



relations 



^'*= 2 P*'^^^)-^'^» 



où Ton a écrit Okhi^) P^"r raeltre en évidence que les coeffi- 
cients p dépendent des paramètres a. 

A la transformée ainsi obtenue, appliquons la transformation 
relative aux valeurs b des paramètres; nous aurons d'une manière 
analogue 



e"A = ^pkh{b)e'^. 



h = t 

Puisque le produit de ces deux transformations donne une 
transformation du même groupe relative aux valeurs c des para- 
mètres, définies par C|= 'f («, 6), nous aurons : 

h = r 

«A= ^pkh{c)en. 

A ^1 

Ainsi 

A— r h = r h=.r i-=r 



2 9kn{c).en = ^ pkh{à),e'f, = ^ pkh{à)^phda)ei 

A=l A=l 1=1 

h = r 

^Pkh(r).e,t= ^Phi{a)pkh{à)ei; 



A = l A = l A = l 

ou 



A = l /.A 
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on en déduit 

h=r 

?A*(c)=pA/[«>(a,6)]=2p^A(6)pA,(a). 

On voit donc qu'à toute transformation du groupe correspond 
une transformation linéaire des e^ et que, de plus, ces transfor- 
mations linéaires forment un groupe. A côté de notre groupe à r 
paramètres, nous avons donc cet autre groupe à r paramètres, 
qui est dit groupe adjoint du premier. Mais les r paramètres du 
groupe adjoint sont- ils aussi tous essentiels ? C'est ce que nous 
allons maintenant examiner. 

Tout d'abord, observons que le groupe adjoint contient la 
transformation identique . 

En effet, puisque la transformation i existe dans le premier 
groupe, il doit y avoir un système de valeurs a des paramètres tels 
(jue e\ •= eiii comme on voulait l'établir. 

Comme le système considéré est invariant par rapport à tous 
ses éléments, on a, quels que soient les X, 

ou 

s h 

D'autre part, il résulte de (i) que 

s s, h 

d'où, par comparaison 

s s 

Cela étant, les équations (5) du n" XIV donnent 



< '-») -jf —7,^s<^i$ke\' 



dt 



Soient alors E«/, . . ., Er/les transformations infinitésimales du 
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groupe adjoint: écrivons 

k-r 



E,/ = 2w(e)^ 



ôe^ 



Considérons le groupe à un paramètre engendré par la trans- 
formation infinitésimale 



2;X,E,/ = Vx,We;^, 



ÔCk 

s s, A 

transformation que nous indiquerons, pour abréger, par le sym- 
bole 

Nous savons que (n" V) 

s 

Par comparaison avec (2), on obtient 

r,sK'{e' ) = ^ Cjske'i, 

i 

et, en écrivant e' à la place de e : 
donc 

k I 

Mais nous savons que ces transformations infinitésimales engen- 
drent un groupe ; calculons donc les parenthèses 

s = r 

On a 

^kriis= ^k ^ c,7,«/ = ^ r^kh ^ ^ Cu,ei=^7ikhChis = ^ ^'^^f^^à/se,. 

i h i h i,h 
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De mémo 
Par su ile 

( Ea, E/ )/ = ^ T— \, ^/( C/A A C/i/5 — C,7A C/iX, ). 

^■H Cc^ ^HH 

.♦ i.A 

Kappelons-nous mainleiiantque les nombres c sont liés par deux 
systèmes de relations, dont le second est 

Z^iCg^hChyo-^ cpv/iC/,2iôH- Cya/,c/ip8) = o. 
h 

Dans le ras présent, remplaçons a, ^3, y, 3 respecUivement par*, A*, 
/, 5 : 

7, ( Cikh Chi s -+- a//i Chis -+- <^/iVi C/ïA*jf ) = O, 
h 

<*e qui peut s'écrire, en tenant compte du premier système de rela- 
tions entre les c, 

^ (CikhChis— CkihCihs — CiihChfcs) = o; 
iVon 

^. (CtkhChfs' CiihChki) = ^ CA//iC,fys' 
h h 

Ainsi 

(Ea, E/)/= ^ -r- ^ e,CuhVihs= 2, Ck/h 2. ^i^ih* IT ~Z^ c/dh^hf, 

^ilH OC g ^■■i ^■■i ^■■i 0€ g ^HH 

.« /A /i /.f A 

et cette relation montre que /e.v nombres c sont les mêmes pour 
le groupe donné et pour son adjoint. 
Cela posé, revenons à notre question : 

Dans quel cas les r paramètres du groupe adjoint sont-ils 
tous essentiels? 

Préalablement, donnons une définition : une transformation 
infinitésimale d'un groupe est dite singulière (en allemand ausge- 
zeichnete, distinguée) quand elle est permutable à toutes les trans- 
formations infinitésimales du groupe. 
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Supposons alors que, dans le groupe que nous considérons, il 
existe une transformation singulière 

(3) ^PA^kf. 

A 

On devra avoir 



f^Pk^A. Xa\/=o 



(h = i,x, ..,r). 
Mais on a 



\ k ) k k » 

donc 

<4) ^^PkCkhs^sf^^ (A = 1,2, ...,/•). 

Telle est la condition nécessaire pour que la transformation (3) 
soit singulière, et, comme nous avons supposé les Xy indépen- 
dants, il s'ensuit que l'existence des relations (4) entraîne 

2/?aCaa* = (A,* = 1,2, /') 

A 

2/>ACAA5=0 (/l,* = I,'2, ...,r). 



et aussi 



Multiplions ces relations par e^ -— et sommons par rapport à A et 
à 5; il vient 

A h,s 

OU bien 

(5) ^p,^kf--o, 

k 

Donc à toute transformation singulière du premier groupe cor- 
respond une relation linéaire entre les E. Par suite, plus il y a de 
transformations singulières dans le groupe, moins il y a de para- 
mètres essentiels dans le groupe adjoint. Si, par exemple, les trans- 
formations singulières sont supposées en nombre m, le groupe 
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adjoint contiendra au plus (r — m) paramètres essentiels (m <C r). 
Nous allons démontrer que le nombre de ces paramètres est préci- 
sément ( /• — m). Il suffira pour cela d'établir que, réciproquement, 
à toute relation linéaire entre les E correspond une transformation 
singulière du premier groupe. En effet, si la relation (5) est iden- 
tiquement vérifiée, on aura 



k h,s 



k h,s 

d'où 

k,h 

quel que soit eh] par suite 

/^PkChks = Oi 
k 

ce qui établit notre assertion. Nous pouvons donc conclure : 

Si le groupe donné contient m transformations singulières 
indépendantes, le nombre des paramètres essentiels du groupe 
adjoint est \^r — m). 

Au sujet des transformations singulières, on peut démontrer 
que : 

Si les deux transformations Y,/, Y,/ sont singulières, la 
transformation (Y|, Y 2) f ^"^f^ ^ussi singulière. 

En effet, on a, en désignant par \y une transformation infini- 
tésimale quelconque du groupe, 

((Y, Y,), X)/+ ((Y,X), Y,)/-K ((XYO, Y,)/=o. 

Or 

(Y„X)/=o, (X, Yo/=o. 
Donc 

((Y,Y,), xy = o, 

ce qui démontre le théorème. 

Soient alors Y,/, Yj/, ..., Y,,,/ les m transformations singu- 
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lières indépendantes que contient le groupe considéré; toute 
parenthèse (Y>i, ^k)f^ étant encore une transformation singulière, 
sera une combinaison linéaire de ^ sf<, . . ., ^m/j et le système des 
équations différentielles 

Y,/=o, Y,/=o, ..., Y,„/=o 

sera complet. Mais ce système admet (n" X) toutes les transfor- 
mations infinitésimales du groupe, puisque (Y>i, X)y'=o; donc 
(n" XIl) le groupe est imprimitif. Ainsi : 

Un groupe primitif ne contient pas de transformation sin- 
gulière, et son groupe adjoint contient r paramètres essentiels, 

La réciproque de ce théorème n'est pas toujours vraie. 



XVI. — Structure des groupes de transformations. 
Isomorphisme. 



On appelle structure (en allemand zusammensetzung) d'un 
groupe de transformations l'ensemble des propriétés dues au 
nombre des paramètres essentiels et aux valeurs des constantes de 
structure c. C'est ainsi que deux groupes ayant ces constantes en 
commun et ayant le même nombre de paramètres sont dits A'' égale 
structure. 

Observons qu'un même groupe a une infinité de structures dif- 
férentes. Le choix des transformations infinitésimales indépen- 
dantes qui doivent engendrer le groupe peut se faire d'une infinité 
de manières différentes. Soient X|/, Xj/, ..., X^yies transfor- 
mations correspondant à un certain choix; Z,/, Z2/, ..., Z^y 
celles correspondant à un autre choix ; on a 



et le déterminant 



Ail . . . Al,. 



D = 
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n'est pas idenliqueinenl nul. Par suite 



l k,l,s 



kj k,l,s 

Mais on a 



par suite 

t k, i, s 

Comme nous voulons déterminer les c\ exprimons les XJ au 
moyen des Z/; nous avons 



e 
et conséquemmenl 



t 






Puisque les Z^sont, par hypothèse, indépendants, il s'ensuit que 






en sorte que les c' sont des fonctions linéaires des c. 

On peut parvenir à ce résultat en sui\ant une autre voie. Si, 
dans (i), nous substituons aux Z/ leurs expressions au moyen 
des Xy, et si nous égalons les eoeffirients des termes semblables 
en X,/, nous avons successivement 



/,.< k,i,s 

t kj 

et ce ne sont là que les relations précédentes écrites sous une 
forme dilFé rente. 

Il peut arriver que les c soient les mêmes pour des groupes 
n'ayant pas le même nombre de paramètres essentiels. Ainsi nous 
avons vu qu'un groupe à /• paramètres et son groupe adjoint ont 
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les inèines c, tandis que le dernier n'a pas toujours r paramètres 
essentiels. 

Soit, en général, un groupe à /• paramètres et un autre à (r — q) 
paramètres, ces paramètres étant essentiels. Supposons choisies 
r transformations infinitésimales du second groupe, telles qu'on 
ait, en les désignant par Y/, 

(Y/„Y*)/=2c/.*.Y,/. 

les c étant les constantes de structure du premier groupe dont 
nous désignons, comme d'ordinaire, par \f les transformations 
infinitésimales. Quand la chose est possible, les deux groupes soni 
dits isomorphes. 

A toute transformation infinitésimale X/du premier groupe en 
correspond une Y/ du second, et, en général, à la transformation 
ei X|/-h. . .-h c?rX,./ du premier groupe, correspond la transfor- 
mation ^1 Y|/-f-. . .-H tfrYr/ du second. En outre, si l'on prend 
deux transformations X,/, X^/du premier groupe et les transfor- 
mations correspondantes Yi/i Y^ydu second, àia transformation 
(X|, Xj)/ correspond la transformation (Y|, Y^)/*. 

Réciproquement, à toute transformation du second groupe n'en 
correspond-il qu'une seule du premier groupe? La réponse esl 
affirmative si q = o, c'est-à-dire si le nombre des paramètres 
essentiels du second groupe est r; elle est négative dans les autres 
cas. Ainsi, si les paramètres essentiels du second groupe sont au 
nombre de (r — q), il existe entre les r transformations YJ les 
q relations 

i=l 1=1 

de sorte qu'une transformation du second groupe ne s'écrit pas 

/rrr 

d'une seule manière ^e/Y//, mais de oo^ manières 

*=i 

e, Y,/+. . .H- CrYr/-^ X, l*,/-t-. . .-H X,P,/, 

les Xélanl quelconques. A toute manière d'écrire ces transforma- 
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lions du second groupe, ou à loul système de valeurs des \ corres- 
pond une Iransforination diiFérenle du premier groupe. 

Le premier isomorphisme, c'est-à-dire celui pour lequel à chaque 
transformation du second groupe n'en correspond qu'une bien 
déterminée du premier groupe, est dit isomorphisme holoédrique. 
Le second isomorphisme est dit mériédriquc. 

Un groupe de transformations et son adjoint sont holoédrique- 
ment isomorphes si tous deux ont /• paramètres essentiels (ainsi 
qu'il arrive en particulier quand le premier groupe est primitif); 
ils sont au contraire mériédriquement isomorphes si l'adjoint n'a 
que (/• — q) paramètres essentiels [q > o). 

Rappelons que nous avons trouvé pour le groupe adjoint les 
relations 

Ka / = 2 ^''''' ^''^' ^ ^'' ^^ ^-^ "^ 2 '"'''' ^' -f' 

h, s s 

Pour établir ces relations, nous ne nous sommes servi que des 
propriétés des c. Ce groupe adjoint est donc adjoint à lous les 
l^roupes isomorphes au premier. 

C'est aussi des c que dépend le fait que l'isomorphisme est 
holoédrique ou mériédrique. En effet, si le premier groupe con- 
tient une transformation singulière, on a corrélativement un cer- 
tain nombre de relations ^.^kChks^^ ^'^ dans ce cas le groupe 

il 
adjoint contient moins de /• paramètres essentiels, et l'isomor- 
phisme est mériédrique. 

On voit que des c doit dépendre le nombre des paramètres essen- 
tiels du groupe adjoint. 

Pour que ce nombre soit égal à r, c'est-à-dire pour que l'iso- 
morphisme soit holoédrique, il faut qu'il n'existe entre les c aucune 
relation de l'espèce de celles écrites en dernier lieu, et que les 
déterminants de la matrice formée avec r^ lignes quelconques 
telles que 

ChXSi C/iisJ • • • » C/,rs 

soient différents de zéro. 

Nous avons vu qu'un même groupe peut être engendré par une 
infinité de systèmes différents de transformations infinitésimales. 
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Parlons d'abord des Iransforinations X/, passons aux transforma- 
tions Zy et désignons par c, d les constantes de structure respec- 
tives, par X les coefficients relatifs au passage. Supposons mainte- 
nant qu'on passe d'une manière analogue des transformations Z/ 
aux transformations T/, et désignons par (? les nouvelles con- 
stantes de structure, par // les coefficients relatifs à ce second pas- 
sage. Nous avons 

t k,l 

Multiplions par X,„ et sommons par rapport à s 

t, s k. i, .V 

D'une manière analogue nous avons 

Xi ^su^k/s ^= X j ^kp^tqCpqui 

s p,q 

et, par suite. 



Posons 



nous avons 



t,s k,l,p,q 

s 

7 , ^tu^iht^^ ^\ ^ip^hq^pqut 

relation qui coïncide avec la première où les X seraient remplacés 
par les X''. Elle exprime qu'en composant deux passages (celui 
des X/ aux Z/ et celui des Z/ aux T/) on obtient un autre pas- 
sage analogue (celui des X/aux T/). Les transformations qui 
s'opèrent ainsi entre les constantes c constituent donc un groupe 
linéaire. 

Kn se basant sur la seconde partie du troisième théorème fon- 
damental, il est aisé de démontrer que si les c satisfont aux deux 
systèmes connus de relations (A), (B) du n® XI (p. 6";), les c' 
satisfont aussi à ces systèmes. 
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Eli ellel, les c salisfaisaiit à ces systèmes, il existe un groupe 
dont les c sont les constantes de structure; mais alors les d consti- 
tuent un aulre système de (constantes relatives au même groupe, 
et par suite les d satisfont aux mêmes relations. 

On peut aussi donner de ce fait une démonstration directe. 

D'après (2), on a 

'•'hi, = 5 2 ^** ^" èx;, '"" =52 ^"' ^" Jb "" ' • 

A./,.« X./..V 

par comparaison avec (2), on en déduit, en vertu de (A), 

'7/1/-+- c'nit = o, 

ce (jui est précisément féquation (A) relative aux c' , 
De (2) il résulte encore que 






k,t,nt.n,fi,q 

de même 

, _ I Vil <>P ^ ^ àïy 

k,l,m,n,p,q 

que nous pouvons écrire en mettant /, /?, Xr au lieu de A', /, />, 
, , _ I V 1 1 ^^ il <>D 

k,t,m,n,p,q 

finalement 

que nous pouvons écrire en mettant/?, A", / au lieu de A, /, />, 

^Y/'^aA 
k,l,m,n,p,q 

Ajoutons membre à membre et sommons par rapport à s : 

s 

I V \ \ \ \ ^^ ^^ f 

= gj ^ ^OLk^^t^yp^sn-jy^ \y—(CkfmCnpq-r-C/pmCnkq-^CpkmCn/q)' 

k,t,m,n,p,q,s 



^y^^s^l = jjî 2d ^^ "' 5X^ ^^''" •*" ^'' 5X5" ^'"'^' 



I. f .^ » .. » ^ 



Or ^\ -^ — \sn est égale: à zéro si /?? ^ /?, et égale à D si n = nt; 
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dD 

s 

le second membre devient donc 
OD 

ksq 



mais, par hypothèse, la dernière somme ^l (• • *) ^^^ nulle. Il vient 

m 

donc 

et cette relation est l'équation (B) relative aux c'. 

XVII. — Retour aux variótós invariantes. 

Revenons à notre langage géométrique habituel et considérons 
les r' constantes Cî/u comme les coordonnées d'un point dans un 
espace à r' dimensions. Les points de la variété M dont les équa- 
tions sont les relations connues (A.), (B) entre les c donnent 
exclusivement tous les systèmes de \aleurs a auxquels correspon- 
dent des groupes à /• paramètres entre les x. Deux points de M 
représentent deux structures différentes d'un même groupe toutes 
les fois (et alors seulement) qu'il existe une transformation du 
groupe des c permettant de passer de l'un à l'autre de ces 
points. 

En appliquant à un point toutes les transformations du groupe 
des c, on obtient un ensemble d'autres points qui forment une 
variété invariante par rapport à ce groupe. Un tel ensemble est 
en outre une variété invariante minima ou irréductible, aucune 
de ses parties n'étant invariante par rapport à toutes les transfor- 
mations du groupe. Ses points représentent tous les systèmes de 
\aleurs c qui correspondent à un même groupe entre les x\ et, en 
prenant un point de chaque variété invariante, on aura un ensemble 
de points qui représentent toutes les structures possibles des groupes 
à r paramètres essentiels, sans que deux points représentent des 
structures appartenant à un même groupe. 
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Comme on l'a vu au n" Xlll, les variétés invariantes s'obtiennent 
rien que par des éliminations, quand on donne, comme dans le 
ras actuel, les équations finies du groupe; il est donc possible de 
trouver algébriquement toutes les structures possibles des groupes 
à un nombre donné de paramètres essentiels. 

Nous avons vu que, si deux groupes sont mériédriquement iso- 
morphes, tandis qu'à toute transformation infinitésimale du pre- 
mier n'en correspond qu'une du second, à une transformation du 
second correspondent oo^ transformations du premier. Nous vou- 
lons démontrer que : 

Les cci transformations du premier groupe correspondant à 
la transformation identique du second forment un groupe. 

En effet, en multipliant entre elles deux des oo^ transformations 
susdites, on doit obtenir une transformation à laquelle correspond 
dans le second groupe le produit de l'unité par elle-même, c'est- 
à-dire qu'on doit obtenir une des oo^ transformations susdites, 
comme il fallait l'établir. 

Un groupe contenu dans un autre est dit sous-groupe de 
celui-ci. 

Etant donnés un groupe G et un de ses sous-groupes H, les 
transformées des éléments de H par une même transformation 
quelconque de G forment un sous-groupe, qui est dit trans- 
formé de H. 

Soient, en effet, T et T' deux transformations de H, et S une 
transformation de G; les deux transformées seront S~'TS et 
S"*T'S; nous aurons pour leur produit S^'TT'S, qui est à son 
tour la transformée par S d'une transformation TT' de H, ce qui 
démontre notre assertion. 

Si un sous-groupe possède cette propriété que, en le transfor- 
mant par une transformation quelconque du groupe, on obtienne 
toujours le même sous-groupe, ce sous-groupe est dit singu- 
lier. 

Le sous'groupe, constitué par toutes les transformations d'un 
groupe qui, dans le cas de V isomorphisme mériédrique, cor- 
respondent à V identité de Vautre groupe, est singulier. 
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Soient G, G' les groupes, K le sous-groupe considéré du pre- 
mier groupe. Soit S une transfonnation de R et U une transforma- 
tion quelconque de G ; à U correspondra dans G' une transforma- 
tion V. En transformant S par U, nous avons la transformation 
U~*SU, à laquelle correspond dans G' la transformation V~' i V, 
c'est-à-dire l'unité, ce qui revient à dire que la transformation 
U~' SU appartient, comme S, à R, comme il fallait l'établir. 

Le même résultat peut s'obtenir analvtiquement de la manière 
suivante. Puisqu'il s'agit de groupes mériédriquement isomorphes, 
entre les transformations \ydu second groupe existent q relations 
linéaires à coefficients constants, relations qui peuvent être réso- 
lues par rapport à q de ces Y/*, de manière à avoir 

\r-q-^tf= ^ eti^if {t = iy'i, ...,q). 

i = \ 

Les transformations infinitésimales du sous-groupe R sont 

Leurs transformées par une transformation infinitésimale «quel- 
conque X// du groupe sont 



1 = 1 

S = r i=:zr — qs = r 

= ^ Cf^r~q-^t^s\i/— ^ 2^ etiCiis\sf 
S-\ 1 = 1 *=! 

s = r / iz=r-q \ 

= ^ ( C/^r-q-ht.s— ^ ^iiC/is J X, / 
*=l ^ 1 = 1 / 



en posant 

i = r-q 



O/r.s = C/. r-<7-+-r, jf — ^, 



» = 1 
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\oiis pouvons encore écrire 

\ / -- I / .«-1 .v = r — ^-4-1 

s = r-f/ s-q 

— ^ ^Its y^sf-^ \^ ^/, r, r-7^x ^r-q-hsf- 

Ajoutons et retranchons au second membre le terme 

s — q i — r—q 

5=1 1=1 

nous aurons un ensemble de quatre termes dont nous réunirons, 
d'une part, le premier el le troisième 

.v=l \ 1 = 1 

et, d'autre part, le second et le quatrième 

s^q / i^r-q \ 

^^^l,t,r-q-^s[^r-q-^sf— ^ ^si^ify 
s=\ \ 1=1 / 

D'une manière analogue, en partant de 

ÌT=.r — q 



4*X en posant 

^Its — ^Its -+- ^ 0/. /, r-q-k-C^isj 

on trouve que cette expression est égale à 

s^.r ~q s = q / i-r-q \ 

* = 1 .v = l \ i = \ / 

le second terme est nul, en sorte qu'il reste 

s = r — q 

*=1 
V. 
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expression qui doit être égale à zéro, puisque 

i=r-q 
1 = 1 

Gomme celle expression esl linéaire homogène en Y,/, Yj/, . . . , 
Yr-qf, qui soni supposées indépendanls, il s'ensuit que lous les ^ 
doivenl êlre nuls. Nous avons alors 

i = r-q \ s=q / i = r-q \ 

X/, Xr_^/— ^ «//X/ )/= ^^ B/^t,r-q-*-s { ^r-ç-i-s / — ^ «#|X,/ I, 
1 = 1 / *=l \ / = l / 

ce qui juslifie notre assertion. 

Supposons, en particulier, que le groupe défini par Xj/, . . ., 
Xr/* soit Imprimiti/. 11 donne lieu à une division de l'espace à 
n dimensions en oo"~^ variétés à g dimensions représentées par les 
équations 

M, = const., M, = const., ..., Un-q= consi., 

les u formant un système d'inlégrales indépendantes d'un certain 
système complet qui admel les transformations infinilésimales X^/. 
Il s'ensuil (n"X) que les Xa «/| doivenl être intégrales du système; 
donc 

Introduisons un système de transformations infinitésimales 
entre les w, défini par 

i=n-~q 



ZfcUi= a)Ai= Xa-m/, 

n — q s = 

• =l 

Nous avons ensuite 






s = n—q 

dtùhi 



Xa-u,;ì,= 2^ -^Xa",, 



* = 1 

d'où 

Xaw/ì/ = Za-w/ii 
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Formons les combinaisons habituelles par parenthèses 

i=in — q i = n—q 

X #. Ili /..• — X *. fit t -• ^ , 

âUi 






Or nous savons que 

(X/i, Xx)W|= X/tX^Mi— X)tX/4U|= X/,tux/— XAtu/ii 

En outre 

( X/i, Xa )/= ^ c/iA, X,/; 

par suite 

(Xa, Xa ) M| = ^ C/iks Xf M/ = ^ Chks Z, M/. 

11 en résulte que 

i = n — (/ s—r 

i-=.n — qs = r i = r i — n — q 



1=1 s=i s=.\ i=\ 

ou 



(Z/„Za.)/ = 2cax,Z,/; 
j=i 

ceci montre que les constantes c sont, pour le nouveau groupe, les 
mêmes que pour le premier, et prouve, par suile, que les deux 
groupes sont isomorphes. Ce nouveau groupe, engendré par les Z/, 
est celui des permutations entre les précédentes variétés à q dimen- 
sions, correspondant aux transformations du groupe donné. 



XVIII. — Similitude des groupes de transformations. 

Deux groupes, ayant le même nombre n de variables et le même 
nombre r de paramètres, définis par les équations finies 



2241G0B 
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SDnl dils semblables^ quand un changement des variables et des 
paramètres permet de passer du premier groupe au second groupe. 
Supposons semblables les deux groupes donnés; soient 

(I) yi= ^i{^), hA= ÛA(flr) (/ = i, •<,...,/!; X-=^ 1, -2 r) 

les relations par lesquelles on passe de Tun à Pautre. Soient 

ir- n 



w=2«-cé "^-'••'■' 



.,'•) 



/• transformations infmitésiniales du premier groupe; ses trans- 
formations finies j)ourront être mises scuis la forme canonique 

k-r 
X) = Xi -> j ^ Zf,\jiTi-^ . . . , 

les T étant liés aux a [)ar des relations déterminées : r/^ == ^a(")- 
H en résulte en général 

^j(t') = ^j(x) -f- 77 ^"-^^^ ^jiT)-^, . . 
XI 
OU 

X-r 

' V V 



r-=r/^,,. 



Or, si, en vertu des premières équations (1), on a 

F{x)=G{y), 



1 = 11 i — " 



il s'ensuit que 

r^kj étant la fonction des y qui s'obtient en introduisant dans 
\k^j{x) les^ au lieu des x. On a donc 

k — r 

( ''■ ) y, =yj-^ 71 ^'^k'ikyi^ .... 

k-\ 

Si dans ces relations nous substituons les b aux t au moyen des 
relations 
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nous (levons trouver les équations du second »»;roupe. Mais ceci 
revient à dire que les équations (2) sont les équations canoniques 
du second groupe; et il en résulte que les Y;t/sont /• transforma- 
tions infinitésimales indépendantes de ce second groupe. 

Réciproquement, si /• transformations infinitésimales indépen- 
dantes d'un groupe peuvent, moyennant un changement con- 
venable de variables, se changer en autant de transformations d'un 
autre groupe à un même nombre de paramètres, les deux groupes 
sontsemblables, parce que leurs équations canoniques se changent 
les unes dans les autres; et les transformations correspondantes 
des deux groupes sont celles [)our lesquelles les paramètres ont 
If^s mêmes valeurs. Donc : 

henr groupes à un nuhnr nombre n de variables et r de pa- 
ramètres sont semblables lorsqu'on peut transformer, par 
r introduction de nouvelles variables, r transformations infi- 
nitésimales indépendantes de l'un des groupes en autant de 
telles transformations de l'autre groupe, et alors seulement. 

Observons encore que (comme il est facile de le reconnaître), 
si X^/, Xa/sc changent en Y^/, Y^/, (Xa, X/,)/se change en 
(Ya, Ya)/; si donc, on a 



il s'ensuit (|ue 



( X/,, Xa )/ = V ^AA* X,/, 



(Y/„Yx)/=Vc/,x,Y,/. 



Donc : Si deux groupes à un même nombre de paramètres 
et de variables sont semblables y ils sont d'égale structure. 

Supposons maintenant les groupes définis par deux systèmes de 
transformations infinitésimales indépendantes Xa/, Za/. Admet- 
Ions que les deux groupes soient d'égale structure, ce qui est une 
condition nécessaire pour la similitude, et demandons-nous quelles 
autres conditions doivent être vérifiées pour que les deux groupes 
soient semblables. 

Soit Ya/ la transformation du second groupe en laquelle se 
change XA/par le changement de variables qui fait passer de l'un 
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à l'autre groupe; les Ykf doivent être des fonctions linéaires 
des Za/: 

/=r 

En outre, si q des X/ sont liés aux autres par des relations 
linéaires (à coefficients variables) 

il doit en être de même pour les Y/ : 

s = r — q 

Y,_^^a/= 2 ^fcs{y)^sf (A: = 1,9. q), 



avec les relations 

Toutes ces conditions, qui se sont trouvées nécessaires pour que 
les groupes considérés soient semblables, sont aussi suffisantes. 

Cette seconde partie se démontre en construisant effectivement 
la transformation qui permet de passer du premier groupe (celui 
des X/) au second (celui des Y/) quand on suppose satisfaites les 
conditions énoncées. A cet effet, il y a lieu de distinguer deux 
cas : celui dans lequel il n'existe entre les X/ aucune relation 
linéaire à coefficients variables (dépendant des j?), et celui dans 
lequel il existe de telles relations. Nous nous limiterons, pour 
abréger, à considérer le premier cas, renvoyant pour le second à 
l'Ouvrage de Lie. 

Soient encore 

(3) yi = ^i{x) (« = i,'i,...,n) 

les équations qui définissent la transformation que nous voulons 
construire ; elles doivent être résolubles par rapport aux x. Nous 
avons déjà trouvé 

Posons alors, d'une manière générale, 
Xa/h-Ya./=ûa/; 



THÉORIE GÉNÉRALE. lo3 

]a transformation Û/ sera une transformation à 2 /i variables, et l'on 
aura 

par suite 

ce qui exprime que le système d'équations cherché (3) doit ad- 
mettre les transformations ùkf. 

Il est clair que, réciproquement, un système d'équations satis- 
faisant à cette condition (et résoluble par rapport aux deux sys- 
tèmes de variables) permet le passage de l'un à l'autre groupe. 
Formons les combinaisons ordinaires 

(ì2a, û*)/= (X/„ X,.)/ + (X,„ Ya.)/+ (Y/,, X,.)/H- ( Y„, Y,.)/; 

or 

(Xa,Ya)/ = o, (Ya,X^)/=o, 

puisque les X/, YJ portent sur des variables différentes; donc 

(û,„ û;t)/= (X,„ Xx-)/h- ( Y/,, Ya)/ 

s s s 

Eli outre, les ùf sont indépendantes, parce que, si elles ne 
l'étaient pas, les X/* et les Y/ ne le seraient pas davantage ; elles 
donnent donc naissance à un groupe à r paramètres, holoédrique- 
ment isoniorphe au groupe des X/ et à celui des Y/. Les équa- 
tions Û</= o, . . ., Qr/^ o forment un système complet à r élé- 
ments et à 2n variables; ce système a (a/i — r) intégrales indé- 
pendantes. Si nous considérons alors le système complet X</= o, 
X2/= o, . . ., Xr/= o, il admet (/i — r) intégrales indépendantes 
que nous désignerons par w», W2, . . ., u,i-ri et qui sont aussi inté- 
grales du système complet précédent. Par conséquent (n — r) 
des (2/1 — r) intégrales peuvent être prises comme autant de fonc- 
tions des seuls x. Semblablement, {n — r) autres intégrales 
peuvent être prises comme autant de fonctions des seuls y. Il ne 
manque que r autres intégrales qui seront fonctions des a: et des j^ 
et que nous appellerons w,, Wj, . . ., iv^. 

Or nous savons (n° IX) que les systèmes d'équations qui ad- 
mettent un certain système de r transformations infinitésimales 
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peuvent se diviser eu deux classes, suivant que les équations n'en- 
traînent pas ou entraînent la nullité de tous les mineurs d'ordre r 
de la matrice formée a>ec les coefficients des transformations. 
Dans notre cas, cette matrice est 

Çii(^) ... \\,At) r^xxKy) ... Mn^y) \ 



en outre, comme nous avons supposé qu'il n'existe aucune rela- 
tion linéaire entre les X;^/, on a nécessairement r^/i ; donc la ma- 
trice contient des mineurs d'ordre r dépendant seulement des x. 
Si donc ces mineurs devaient s'annuler en vertu du système 
cherché, ce système ne devrait conlenir que des relations entre 
les X, En d'autres termes, un système comme celui que nous cher- 
chons, ne pouvant contenir que des relations entre les x^ est né- 
cessairement de la première classe. On l'obtient donc, sous sa 
forme générale, en égalant à zéro n intégrales du système complet 
Çi/çf =1 o. On pourra l'écrire, par exemple, avec la seule condition 
que les 6| , 825 • • •? ^«-r soient indépendants 

Dès lors, notre assertion se trouve justifiée, pour le cas con- 
sidéré. 



XIX. — Groupe paramétrique. 

Étant données trois transformations S, T, U définies respective- 
ment par 

^i=//(^), x)=gi{x'), x7=hi(x'), 

pour former ST nous devrons éliminer les x' entre les deux pre- 
miers systèmes, et pour avoir Sï.U nous devrons éliminer les x' 
entre le résultat obtenu et le troisième système; d'une manière 
analogue, pour former TU, nous devons éliminer les x" entre les 
deux derniers systèmes et pour avoir ensuite S. TU nous devons 
éliminer les x' entre le résultat obtenu et le premier système. Le 
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résultat iinal sera le iiiéine dans les deux cas, parce ^jue ce sera 
celui (|u'ou obtiendrait eu éliniinaiit les x', x^' entre toutes les équa- 
tions données. Donc 

ST.U = S.TU, 

r'est-à-dire (jue : le produit de plusienrs traiisjornialions jouit 
de la proprié ié tussoci alive. 

Soient en particulier S, T, U trois transformations du même 
j^roupe défini par j:^=:/i(j:, a)\ 

(S)J7;=//(jr,a); Çï)x) = fiix\by. (\])x"!^fiix\c.). 

Puisqu'elles appartiennent à un groupe, nous aurons, en faisant 
le produit ST, 

et par suite le produit ST. U sera défini par 

I3e même, le produit S.'l'lJ sera donné par 

Puisque ST.U ^ S. TU, il résulte de là (|ue 

(>) ?*[?(«. ^)»<'| =<p^la,©<6,r)j. 

Posons alors rs(a, b) ^^ a'^ en sorte (|ue la transformation ST 
soit donnée par x] = fi{x^ a), et considérons les r équations 

comme représentant un ensemble de transformations dans les- 
quelles les a soient les variables et les b les paramètres. Cet en- 
semble contient, comme on voit, /• paramètres essentiels, et il est 
facile de prouver qu'il constitue un groupe. En effet, en multi- 
pliant entre elles d<»ux transformations de l'ensemble, Uf. =: f A(a, b) 
et al= 'fA(«', c ), on obtient 

ou, en tenant compte de (i) 

et cette transformation appartient au même ensemble, (c. q. f. d.) 
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De plus,oe groupe est simplement transitij, parce que (n** XII) 
le nombre des paramètres est égal à celui des variables, et le sys- 
tème des équations qui définissent le groupe est résoluble par rap- 
port aux paramètres (n**II). Ce groupe est appelé groupe para- 
métrique du groupe donné. Il est en outre son propre groupe pa- 
ramétrique, puisque les '^ sont les mêmes pour lui et pour le 
groupe donné, comme on le voit d'après (2). 

Cherchons maintenant les r transformations infinitésimales indé- 
pendantes de ce groupe. Rappelons que (n** IV) 

v'«»-(g?)l,i v<«)-(S;*)..,^ s,.(^)=(^)..,- 

Pour le groupe paramétrique, on a des relations analogues, dans 
lesquelles nous désignerons para(a) les fonctions qui remplacent 
les i(^), les if étant les mêmes que dans le premier système, puisque 
les y ont, pour le nouveau groupe, la même forme que pour le 
groupe primitif : 

Par comparaison, on voit que a =: a, de sorte que nous pouvons 
supprimer dans les formules précédentes la barre mise au-dessus 
des a. De plus, de même qu'on a formé précédemment les 

de même, dans le cas actuel, pouvons-nous former d'une manière 
analogue les transformations infinitésimales du groupe paramé- 
trique 

transformations qui sont au nombre de r. Nous pouvons aussi vé- 
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rifier que ces transformations sont indépendantes, puisque, entre 
les Ç (n" IV) et, par suite, entre les a, il n'existe aucune rela- 
tion linéaire à coefficients constants. Nous avons déjà rencontré 
ces transformations infinitésimales au n" XI, et nous avons trouvé 

s 

si donc nous tenons compte de ce que le groupe paramétrique est 
à r paramètres essentiels, nous pouvons conclure de là que le 
groupe paramétrique est holoédriquement isomorphe au groupe 
donné. 

Étant donné un groupe, pour trouver les équations finies de 
son groupe paramétrique, on procède ainsi : on écrit le système 
complet des équations diflerentielles de l'intégration duquel ré- 
sultent les équations finies du groupe, c'est-à-dire le système 

qui, dans notre cas, est 

AÌ/-H Aa/=o, 



ou 



2«.K)g^.2;-<^>i;.— 



Nous avons là un système de r équations à ar variables, qui 
admettra par suite r intégrales indépendantes, a;i= V;i(a', 6), et 
dont nous tirerons les a' en fonction des a et des b. 

Recherchons dans quels cas il peut arriver que deux groupes 
de transformations aient le même groupe paramétrique. 

Observons d'abord que le groupe paramétrique n'est pas par- 
faitement déterminé, parce que nous pouvons introduire à la place 
des a des paramètres g liés aux premiers par les relations gi = X, (a), 
et obtenir ainsi un autre groupe paramétrique. 

Ces groupes sont semblables entre eux. 

Deux groupes ayant le même groupe paramétrique sont holoé- 
driquement isomorphes, puisque chacun d'eux est holoédrique- 
ment isomorphe au groupe paramétrique commun. 

Réciproquement, supposons holoédriquement isomorphes deux 
groupes engendrés respectivement par les transformations infini- 
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lésiinales \a/, Y^/. Prenons un groupe A^/à r variables a,, holcM»- 
(Iriquement isomorphe au groupe des X^/(nous avons vu au n*» XI 
comment un tel groupe peut être construit). Cherchons n inté- 
grales indépendantes F/(j:',^/) du système complet 

et n intégrales indt'pendantes G/(y', a) du système complet 
YÌ/-H A/,/=() (X- = \,i r) 

[X'y^/, Y'^/ désignant respectivement X^/, Y^/où les variables sont 
accentuées]. Résolvons les systèmes d'équations 

^/= F/(.r', a), yi= G|(y, a) (/ = i, >.. ..., n), 
nous obtiendrons les équations 

qui représentent les deux groupes considérés, tandis que les Aa/ 
seront les transformations infinitésimales génératrices du groupe 
paramétrique de l'un comme de l'autre groupe. Donc : 

Deux groupes ont le même groupe paramétrique lorsquih 
sont holoédriquement isomorphes et alors seulement. 



XX. — Systèmes invanants de variétés. 

Un système de ^"* variétés à n variables et à «7 dimensions ost 
représenté par (// — ^) équations contenant m paramètres 

iii (.ri, Xi, . . ., Xn, 11, h, . . ., Im) = «> 

12, (jr,, Xi, .. ., Xn, /i, li, . .., /,„) = O, 



iln-q(^\, ^J» • • M ^/lî 111 hi • • ., Im) = O. 

Nous avons besoin de reconnaître sous quelles conditions un 
tel système d'équations représente elFectivement oo*" variétés, c'est- 
à-dire sous quelles conditions les m paramètres sont essentiels. 

Une première condition est qu'on ne puisse éliminer les va- 
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riables x entre les équations, parce qu'autrement il existerait 
des relations entre les paramètres, et ceux-ci pourraient être 
réduits à un nombre moindre. Il faut donc qu'on puisse écrire 

^7+1 = ^,i^\{xx, x^. ..., .r,,, /,, /j, /;„). 

On sait (n" I) que, quand on a moins de m fonctions de m varia- 
bles, on peut trouver une équation aux dérivées partielles, linéaire 
homogène, dont ces fonctions soient des intégrales. Si donc on 
peut grouper les /en fonctions cp,(/), ..., '^,;i'(/), avec m!<ini^ 
c'est-à-dire si les équations données peuvent se mettre sous la 
forme 



les cp(/) seront intégrales d'une certaine équation 



(I) 



2 '-""g- 



Alors les V seront aussi intégrales de cette équation, et, puisque 
les û sont exprimables en fonction des V, il s'ensuit que les Q sont 
à leur tour intégrales de (i ). Ainsi, si les m paramètres ne sont pas 
tous essentiels, les û satisfont à l'équation (i) dont les coefficients 
sont indépendants des x. 

Réciproquement, supposons que les û satisfassent à (i); puisque 
cette équation (i) a (m — i) intégrales indépendantes que nous 
pouvons désigner par 'fi(/)î .^., «pw_i(/)î toutes ses autres inté- 
grales, et en particulier les û, sont fonctions des cp : 

ÛA(a7,, ..., Xn. /j, ..., /«) = V/,[:r,, ..., :r«, <p,(/), ..., o,„_i(/)|; 

les il se changent donc en fonctions contenant moins de ni para- 
mètres, et par suite les m paramètres / ne sont pas tous essentiels. 
Ainsi se trouve établi le théorème suivant : 

La condition nécessaire et sujfisante pour que les ni para- 
mètres l ne soient pas tous essentiels, est que les û regardés 
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comme Jonctions des l satisfassent à une équation linéaire 
homogène aux dérivées partielles, à coefficients dépendant 
des l seulement. 

Ceci posé, admettons que les m paramètres soient tous essen- 
tiels. Considérons la transformation 

(•2) ^'i=/ii^)y 

que nous supposons laisser invariant le système de nos équations. 
Introduisons alors, au lieu des x, les x'^ et résolvons le système 
par rapport à (n — q) des x'] nous avons 

<-^) •;••- ; ; 

f Xn — 0)/, \^ii Xfi • • • » ^ffi *l» 'ti • • •) */n)» 

Si nous imposons à notre système de rester invariant par rapport à 
la transformation (2), les équations (3) doivent être de la forme 
suivante 

^q-hl =^ Ty-+-I (^1 > ^J» • • • » '^ffi '\i *1> • • • » tfltji 

> 

Xn = Y/» (^1 » ^n • • •> X,p /j, /j, . . . , //n)> 

OÙ les /' sont des fonctions convenables des /; les relations 

14^74-1 {x\, . . ., a/^, l\, . . ., /',„) = a>y-H|(y,, . . ., x',f, ^, . . ., /«,), 

doivent donc être vérifiées quels que soient les x'. 

De ce système doivent par suite résulter m relations entre les / 
et les /', relations résolubles aussi bien par rapport aux /' que par 
rapport aux /. Si nous les mettons sous la forme 

elles représentent une transformation portant sur les variables /. 
Nous avons donc cette conclusion : 

Un système de 00'" variétés 
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admet la transformation 

toutes les Jois {et alors seulement) que Von peut associer à 
cette transjormation entre les x une transformation entre les l 

(y) 0= hi^iy ..-. ^m) (y* = 1,2, ...,/n) 

telle que le système des équations (5) à n-\- m variables x, l, 
admette la transformation (6), (7). 

Géométriquement, si les / sont regardés comme les coordonnées 
de chacune des variétés, les équations (7) représentent les per- 
mutations qui se produisent entre les variétés du système (5) par 
l'effet de la transformation (6). 

Il est évident que toutes les transformations qui laissent 
invariant un système de variétés constituent un groupe. 

Soit alors un système de variétés invariant par rapport à un 
groupe à un seul paramètre, défini, par exemple, par 

àf 



v=i;î«(-)ê 



et dont la transformation finie générale soit 

^i=fi{^U •••> ^n, a). 

A une transformation x\:=.fi{x^ a) du groupe correspond, comme 
on l'a vu, une transformation des / que nous pouvons désigner 
par 

Appliquons une autre transformation du groupe consécutivement 
à la première 

x'i = fiix',b)=f[f{x,a),b]; 

corrélativement nous aurons 

/J=Xy(/',ò) = Xy[X(/,a), 6]. 

Puisque le produit des deux transformations est à son tour une 
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transforma lion du jì^roupe, nous avons 

où c = o{a, h); par suite, corrélativement, 

/;=Xy(/, r) = Xy[X(/,a), />]. 

Dr là nous déduisons que les transformations /.j= ^^-j{ly ci) con- 
stituent aussi un groupe à un paramètre (qui peut, dans des cas 
particuliers, se réduire à la seule transformation identique, à savoir 
quand chacune* des variétés du système est invariante par rapport 
au groupe considéré). 

Le système des équations 

(8 ) x'i = /*/( j^, a ), /} = \j{ i, ai ( I = 1 , 2, . . . . /i ; y = 1 , 2, m > 

représente un g;roupe à (n -\- m) variables et à un paramètre (le 
paramètre a)^ et le système donné d'équations entre les {m -h/i) 
variables x et l est invariant par rapport à ce groupe. 

Nous pouvons donner une autre forme à ce que nous venons de 
dire. 

Le groupe à un parauiètre (8) contient une transformation infi- 
nitésimale qui sera 



(9) 



/ = « / - m . 



Au lieu de dire que le système d'équations (5 ) admet le groupe (8), 
on peut dire (n" IX) qu'il admet la transformation infinitésimale (9). 
Posons alors la définition suivante : on dit qu'un système de 00*" va- 
riétés (5) admet une transformation infinitésimale X/, s'il existe 
une transformation infinitésimale L/ entre les / telle que le sys- 
tème d'équations (5) entre les variables x^ l admette la transfor- 
mation infinitésimale Xy*-!- L.f, Nous pourrons dire que : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un système dt* 
variétés admette les transformations d^ un groupe à un para- 
mètre , est que ce système admette la transformation infinité- 
simale du groupe. 

Demandons-nous maintenant si, étant donnée la transforma- 
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lion X/, la transformation L/ est parfaitement déterminée. Si, 
par exemple, à la même X/ correspondaient deux L/, soit L|/ 
et Lj/, on aurait 

(X/-^ L,/) - (X/+ L,/) = L,/- L,/ 

qui serait une transformation infinitésimale indépendante des j: ; 
les Q seraient alors intégrales de Téquation L|/ — Lj/=o, ce 
qui est impossible, les paramètres / étant essentiels. Par suite à la 
transformation X/ correspond une seule transformation L/. 

De plus, si le système considéré admet les deux transformations 
infinitésimales X|/*, Xj/*, auxquelles correspondent respective- 
ment les transformations L|/ et Lj/, nous aurons 

(X,/^ L,/) -f- (X,/^ L,/) = (X,/-f- X,/) + ( L,/-+- L,/); 

c'est-à-dire que le système de variétés admet la transformation 
Xi^-j- Xj/* à laquelle correspond la transformation Li/-\- ha/- 
En généralisant, on obtient ce résultat : 

Si le système de variétés admet les transformations infini- 
tésimales Xi/, X2/, auxquelles correspondent les transforma- 
tions Li/, L2/, ordinairement le système admettra aussi la 
transformation infinitésimale c^ X, /-j- Cj X^/ à laquelle cor- 
respondra la transformation c^ h^f-r- Cx^if- 

Ce théorème peut s'étendre au cas de plus de deux transforma- 
lions Xy. En outre, si notre système admet les transformations 
Xi/, Xj/, en construisant la combinaison habituelle par paren- 
thèses, nous avons 

(X,-4-L„ X,-+-L,)/- (Xj, X5)/-+-(Li, L,)/, 

d'où l'on conclut que : 

S ile système admet les transformations X| /, X-^y, il admet- 
tra aussi la transformation (Xi, Xj)/, à laquelle correspondra 
la transjormation (L|, Lo)/. 

Considérons maintenant le cas où un système de variétés admet 

un groupe à plusieurs paramètres essentiels défini parles équations 

y.=fi(x^aija2---^(Jr)' A ces équations correspondront les 

nouvelles équations /^. = ).|(/, a^ r/2, ..., Or), qui à leur tour 

V. • 8 
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représenteront un groupe à r paramètres, essentiels ou non. Nous 
pouvons encore prendre ensemble les équations 

qui représentent un groupe à r paramètres essentiels, et en con- 
clure ce résultat : 

Si un système de variétés admet le groupe défini par les 
équations ^|=y/(^, «i, ...,ar)j on peut trouver un système 
d^ équations li=z X|(/, ai , . . ., a^) tel que ^ensemble de ces équa- 
tions et des précédentes constitue un groupe qui laisse inva- 
riant le système d^ équations représentant les variétés. 

Soient X|/, ..., Xr/ les transformations infinitésimales [du 
groupe donné, et soit 

(10) (y^h.y^K)/=^cnAs\s/. 

s 

Ce groupe contient tous les groupes à un paramètre définis par 
les transformations infinitésimales séparées X//, en sorte que 
notre système de variétés doit admettre toutes ces transformations 
infinitésimales séparées, corrélativement auxquelles nous aurons 
les transformations hi/(i=: i , 2, . . ., r) telles que le système des 
équations admette la transformation 

(11) X,/^L,/, ..., Xrf-^hrf. 

A la transformation (X>i, X a)/ correspond, comme on vient de le 
démontrer, la transformation (L>i, L^)/, et à la transformation 

y^ Chks^sf correspond la transformation ^ Chks^sf] en tenant 

s s 

compte de (10) et en se rappelant qu'à toute transformation entre 
les X correspond une transformation unique entre les /, on a donc 

(La, U)/= ^ Chks Lj/ 

s 

Donc, le groupe entre les / est isomorphe (holoédriqucment ou 
non) au groupe entre les x. 

Les transformations (11) engendrent un groupe à r paramètres 
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essentiels. On a de plus : 

s s 

(XyH- L,„ X*+ Lt)/= 2 CAA,(X,/+ L,/ . 

Par conséquent, le nouveau groupe est isomorphe (holoédrique- 
ment) au groupe donné. 

Comment reconnaître si un système donné de variétés admet 
une transformation infinitésimale donnée? 

Soient (5) les équations du système donné de variétés et X/ la 
transformation infinitésimale. Nous pouvons mettre les équa- 
tions (5) sous la forme 

(12) JTy.^., — ^};y^_, = o, ..., X«— 4/;,= 0. 

Puisque le système donné de variétés admet la transformation Xy, 
on peut trouver une transformation L/ telle que le système des 
équations (12) admette la transformation X/H- L/. Si nous posons 

i — n /■= m 

/rrl ,=r| 

les relations 

OU 

1 = 7 i-m 

devront donc être des conséquences du système. En désignant 
généralement par [cp] une fonction cp dans laquelle on a substitué 
les ^qjf.k aux Xq^kt on devra avoir identiquement 

1 = 11 /=m 

1=1^ 7=1 

Si de ces équations nous pouvons tirer les 9y(/) comme fonctions 
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des / seulement, nous en conclurons que le système donné de 
variétés admet la transformation infinitésimale X/, et en même 
temps les coefficients de la transformation infinitésimale corres- 
pondante L/se trouvent déterminés. 

Nous allons faire une application de ce qui vient d'être dit au 
cas d'un groupe linéaire homogène. Soit le groupe défini par les 
équations 

k=in 

Kappelons-nous que pour le groupe défini par x]=^/i{x, a) on a 






puis 

Dans le cas actuel 



ihk{^') = ^^A'p(a) 



àup 



k = n 

dao 






si nous introduisons les x' au lieu des x, lhk{^') deviendra une 
fonction linéaire homogène des x', soit 

i 

de sorte que nous pouvons écrire ainsi la transformation infinité- 
simale 



w.2s»wft-2a2'. 



hki^i- 



Considérons l'ensemble des espaces linéaires à (/i — i) dimen- 
sions ; il reste invariant par toute transformation linéaire. Propo- 
sons-nous de trouver le groupe des permutations de ces espaces. 
Désignons par u les paramètres de la variété (paramètres qui 
sont en même nombre que les variables); l'équation de la variété 
sera 

(l'i) aia?i-h aja^j-h. . .-h a,tJ^,i-h I = o. 
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Résolvons rëquation (i3) par rapport à x,i : 

a^n= 4'/i = — —("1^1-1-...-+- Un-iXn-x-k-\). 
Un 

Dans ce cas, q z= n — i , et Ton a, pour toutes les valeurs de h 
Or 

s=.n 

d'où 

s = n — Ì 






En outre 

à^n _ M| .ri -t- . . . -h Un-^ y/i-i H- I 
ÔUn Ul 

OXi Un 

En substituant dans (M)? ^i^ obtient identiquement 

2r,hntX,— —7lhan(UiXi-h...-\-U„^iX„-i-^-l) 

1=: I 
.f = n — ipi = n — 1 -| 

— 22 ^^''^'"" iT ^'^"*^"*^* "*"•••"'""'*"* ^'•"*'^'H~ M^) 
* = «-! 

- 2é ^'^H"^/ '" ïïj = ''• 

Cette relation a la forme 

ses coefficients doivent être nuls séparément. En égalant y^ à zéro, 
il vient 

I • ' V ^hn 



Il8 PkEHIÈIlB PMITIB. 

d'où 

s-l 1=1 

Le même calcul relatif à P;ìa donne 

s = n 

* = 1 

c'est-à-dire que les 6 sont des fonctions linéaires homogènes des u. 
Par comparaison avec 



* = 1 



rthk= Z^r^/us^s, 



on reconnaît que les coefficients qui figurent dans les deux for- 
mules sont les mêmes, au signe et à la disposition des indices 
près. 

Ce groupe est dit groupe dualistique du groupe donné. 

Exemple, — Le groupe adjoint d'un groupe donné est défini 
par 



E„/=2^A/**^A5^- 



k,i 

Il n'y a qu'à poser 

et le groupe dualistique du groupe adjoint sera défini par 



Ô/U= ^^C/UsUs 



XXI. — Groupes prolongés. Équations pfafflennes. 
Commençons par considérer une seule transformation 

et un système de q équations à n variables 
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qui, par cette même transformation, se change en un autre sys- 
tème 

(2) Ui(x') = o. 

Le système (i) définit q des variables x comme fonctions de» 
(n — q) autres. De même, le système (2) définit q des x' au moyen 
des {n — q) autres. Dérivons ceux des x et des x' qui sont consi- 
dérés comme dépendants par rapport à ceux qui restent, et 
posons 

dx'n , dxh 

Les p' dépendent, comme on le verra mieux tout à l'heure, des x 
et des p : 

Phk— "^hkiae, p). 

Ce système d'équations, considéré en même temps que celui des 
équations x'^=/i{x), représente une transformation des x, p en 
les x^, p' : cette transformation est dite transformation prolongée 
(en allemand: erweiterte Transformation), 

De même, en considérant les dérivées secondes des .r, nous 
aurons un nouveau prolongement. 

Pareillement, si nous avons un groupe de transformations, nous 
pouvons par prolongement en déduire un ensemble de transfor- 
mations des x^ p {en considérant par exemple les seules dérivées 
premières). Cet ensemble est un groupe, comme nous le verrons, 
et ce groupe est à son tour appelé groupe prolongé du groupe 
donné. 

Considérons d'abord un mode de prolongement assez simple. 

Supposons que les x puissent être regardés comme fonctions d'une 

variable t^ variable laissée invariante par la transformation consi- 

dx'i 
dérée. Les x' seront aussi des fonctions de t. En posant —r^ =-Pi > 

dxi 

-^— = /?/, nous aurons 

Si les / contiennent r paramètres essentiels, nous obtenons ainsi 
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le systèine des transformalions à r paramètres essentiels défini par 

Nous allons démontrer que ce système forme un groupe. 
En effet, appliquons d'abord une transformation de paramètres «, 
puis ensuite une transformation de paramètres b [cette transfor- 

mation s'écrivant x] = fi{x'^ b\ et posons --7^ =/?/• Nous avons 

h = n h = n k = n 

P^ = 2é dx', ^'* = 2- —àxT 2, ôx, p^ 

A = i A = I * = I 

OU 

k—n h—n 

P^= ZéP'l^—dF,, -ù^^' 

* = I A = I 

mais, puisque //(x', 6) =//(j:, c), les c étant des fonctions des a 
et fr, il vient, en dérivant par rapport à un des x^ 

\ àfi{x\ b) àfnjx, a) ^ O/ijx, c) 

h 
et par suite 



2: 
ôx'h ôx/i dxfc 

h 



, __ yi àfiix, c) 



.-,-2 



àx,, 



Pk- 



Cela revient à dire que les p" se déduisent directement des /?, les c 
étant les valeurs des paramètres de la transformation correspon- 
dante. Le système constitue donc un groupe. 

Cherchons maintenant les transformations infinitésimales de ce 
groupe. 

Désignons par X/ une des transformations infinitésimales du 
groupe prolongé, transformation qui aura la forme 

I = n i — n 

1=1 «=i 

les Ç, n étant donnés par les formules 
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D'après la première de ces formules, on voit que les l(x', p') ne 
dépendent pas des p'-y. les Ç(j7, p) ne dépendent donc pas des p. 
Nous écrirons Ç(^) au lieu de l(x^p); d'où 

1=1 1=1 

Remarquons qu'on a, en dérivant les l^k par rapport à /, 

P P P 

Par comparaison avec l'expression précédente des II, il vient 

d'où 

On voit donc que les FI sont des fonctions linéaires homogènes 
des/7, el que 

^^ Ôpi i)Xi 

Une fois trouvées les X/i proposons-nous de déterminer les 
constantes de structure du groupe défini par ces transforma- 
tions. 

Écrivons 

s 

11 est aisé de montrer que c = c. En effet, nous avons 
Or 

X A Ç*/ = Xa ^icl = ^ 5a» -^ • 
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Donc 

i S 

Le dernier terme peut s'écrire, en vertu de (3), 

Si Ton observe que 

ôxs dt dxs ' àxs dt dxs ' 

on reconnaît dans l'expression entre parenthèses la dérivée de 

et, en posant 
on obtient 

(4) (5c:.s)/=2«".^-E%=^- 

I I 

Par suite 

* * \ / i / 

d'où, nécessairement, 

(5) J^^sisi= Viuki. 2^°"= ^* 

D'autre part 

(6) (Xa, x^)/=2f^itA/^; 
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donc 

s i s 

et enfin 

^,Chksisi= \i-hki' 
s 

Comparons ces relations avec les relations (5), tenons compte de 
ce que les X,/sont indépendants, et nous aurons 

Chks= Chks' (c. Q. F. D.) 

Le groupe donné et son groupe prolongé sont par suite 
holoédriquement isomorphes. 

Si nous posons (X>ìXa)/= T/, et si nous désignons par T/ 
la transformation obtenue en prolongeant la transformation T/, il 
résulte de la comparaison des équations (4) et (6) que 

T/=(X;?Û)/, 

et qu'on peut donc écrire 

(x;:x;)/=(x;5cX)/. 

Soit alors Péquation 

où les Pi ne sont autres que les -^ el où les u sont des fonctions 

des seuls x^ et soit le groupe à un paramètre x'^ = /i(x) engendré 
par la transformation infinitésimale X/. Demandons-nous sous 
quelles conditions l'équation sera invariante par rapport au groupe 
prolongé correspondant 






Il faut pour cela (n® IX) que l'équation 
(8) X^Uipi=o 
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soit une conséquence de l'équalion proposée. Or nous avons 

^(Uipi) = Ui\pi-^-pi\ui; 
\ Ui = X Ui ; 

d'où 

X(uipi) = Ui^^p^-^piXuf. 

jr 

Le premier membre de (8) est donc une fonction linéaire homo- 
gène des /?, en sorte que, si celte équation (8) doit être consé- 
quence de (7), son premier membre devra être le produit du pre- 
mier membre de (7) par une fonction des .r. Ainsi la condition 
pour que l'équation considérée soit invariante par rapport au 
groupe prolongé est que l'on ait 



^(2 "'^7 "?2"'''" 



étant une fonction des x. Egalons donc les coefficients de 
chacun des pi dans les deux membres : 

Supposons maintenant qu'on ait un système d'équations 



m). 



En cherchant les conditions pour que ce système d'équations 
reste invariant, on trouve comme précédemment 



l = m 

V i / f=:i 



(k = I, 1, ..., m). 



Si le groupe considéré était à plusieurs paramètres, ces condi- 
tions devraient être vérifiées par toutes les transformations infini- 
tésimales X/de ce groupe. 
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Une équation de la forme 

i 

OÙ les u sont des fonctions des x, est dite équation p/affienne 
(du nom du mathématicien FfaH). Elle ne diffère de l'équation 
considérée plus haut que par le facteur rf/, puisque dûri=pidt; 
par suite, la condition d'invariance de cette équation par rapport 
à notre groupe prolongé est encore celle écrite plus haut. Au lieu 

de X y^ Uipi, mettons simplement X ^ Uj dxi, ou posons, par défi- 
nition, 

ou 

( 9 ) X 2 "/ ^^i "^ 2 ^ "' d-Ti-i- 2 «/ ^^( x^i). 

La condition d'invariance sera 

( I <) ; X 2 "' dxi = ? 2 "' ^•''" 

et Ton dit alors que l'équation pfaffienne admet la transformation 
infinitésimale X/. 

On sait (n" IX) que, si l'équation (7) est invariante par rap- 
port aux groupes à un paramètre engendrés par les deux trans- 
formations infinitésimales X|/, X^/, elle Test aussi par rapport 
au groupe engendré par la transformation (X,, X^)/. D'où il suit 
c|ue, si une équation pfaffienne admet les deux transformations 
infinitésimales Xy^/, X^/, elle admet aussi la transformation 
(Xa,X*)/. 

Ce que nous venons de dire s'étend immédiatement aux systèmes 
d'équations pfaffiennes. 

Arrivons-en maintenant à présenter le prolongement sous sa 
forme la plus générale. 
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Nous emploierons les notations suivantes : nous appellerons x 
les variables que nous considérons comme indépendantes, sup- 
posées au nombre de /i ; 5 les variables regardées comme dépen- 
dantes, supposées au nombre de m. Les équations d'une transfor- 
mation pourront s'écrire 

Les -T—, sont fonctions des x, z et des -r-» Plus généralement, eu 
posant 

= «A.a.,a, a„ («1-+- «j-H. . . -4- 7-n = P), 



ôx^^dx^*, . .Oxjn 



da7:«idx:«?..c)x-«» = ^'^>«''«' «« (ai-f-a, + ...-Ha„ = ^), 



s 



les 5Ìaj«,...a^ o^ 2*^^' *^^^ fonctions des 2:, des z et des 

Ceci est vrai d'abord pour l'ordre de dérivation N = o. Nous 
démontrerons, par induction, que ce résultat est vrai pour une 
valeur quelconque de l'entier N, c'est-à-dire que nous prouverons 
que, s'il est vrai pour une valeur N, il l'est encore pour la valeur 
N _l- I . Soit en effet 

Par dérivation, nous avons 

^''j;^'^'"*'' = Ga«. «.(a-, ;;, ^Ap„p. pj, 

où y^pi^N-l-i. Cette dérivée peut être obtenue d'une autre 
manière : 
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en sorte que 






- V ^' / ^// . V ^'f' ^ 



^\. 



En faisant varier / de 1 à /i, on obtient un système d'équations 

linéaires en ^*ai-n,a„...,a»> '5Ìa„a,-t-i....,a»ì •••? ^iau. ..,«»+!• Nous 
pouvons établir que ce système d'équations est résoluble, c'est- 
à-dire que le déterminant 



àfi ^ y of, dzs 

dxi ^à dZg dxx 
s 


àfn 1 y àfn àZs 

ôxi jid &Zs àxx 
s 




àfx , y ^>/i àzs 

dXfg 'M dZs OXn 


àfn 1 y àfn àZs 
()Xn jLàdZi ÔXn 



n'est pas identiquement nul. En effet, s'il était nul pour des valeurs 
quelconques des x^ des z et des dérivées des 5, on aurait, en com- 
mençant par supposer nulles toutes ces dérivées, 



ÙX\ 



ÈÙ. 

àXa 



àfn 

dxx 



àfn_ 
àXn 



Nous pouvons ensuite supposer nulles toutes les dérivées, sauf 
celles à indice i, et nous aurons 



dxx 


à/n 
àXi 




àfx 


àfn 
dZi 


... . 


. ... 


dxx 


«te. 


àfn 


Ml . 

dXn 


àxa 




àXa 


àXn 



= 0; 



en vertu de l'équation précédente, le déterminant du second terme 
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doit être nul. En continuant ainsi, on arriverait à établir la nullité 
de tous les déterminants d'ordre n de la matrice 





dXi 


àXn 


àfn 
0X„ 




àfn 
dzi 


Oz.„ 


àfn 
OZ,,, 



en sorte que les / ne seraient pas indépendants, contrairement à 
l'hypothèse. 

Le système linéaire trouvé est donc résoluble. En le résolvant, 

nous trouvons les z'j^y^ y^ où \^y = N -f- i, exprimés au moyen 

des X, des z et des Zj^^^ ?^ où ^'S^N -f- i. comme on voulait en 

démontrer la possibilité. 

On voit par là qu'on peut prolonger une transformation quel- 
conque, et conséquemment un groupe. 

Etant donnée une transformation par les équations 

nous en déduisons les expressions 

^koL,....,a.= ^^OL, a„(j-, >5, Zh^^ ?J 2^ = '^"^ 2"' 

et d'une transformation faite sur les x, 5, nous déduisons une 

Iransformation portant sur les x, z, Zf.^^^ j,^; c'est cette dernière 

transformation qui est dite la transformation prolongée. 

Observons qu'on peut aisément construire un système d'équa- 
tions pfafflennes invariant par rapport à la transformation pro- 
longée. La première des équations est 
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qui peut s'écrire ainsi : 

dzfi — '5;tio...oo d^\ — • • • — '5A-00...01 ^n = o ; 

elle est identiquement invariante, puisqu'elle se change en une 
autre de même forme : 

Conjointement à cette équation, nous pouvons écrire un nombre 
quelconque d'équations de la forme 

c^^Aa,....,a»— ^-«Aa, aiH-i,...,a„ ûtr/= o, 

équations qui sont aussi évidemment invariantes. 

Considérons alors un groupe de transformations à un nombre 
quelconque de paramètres a. Le système des transformations pro- 
longées formera à son tour un groupe. En effet, considérons, outre 
la transformation 

la seconde transformation 

x^i^Mx\z\b), z] = ¥i{x\z\b), 

de laquelle nous déduirons 

-Aa.,...,a„=F*a. a„(ar', z\ z,^^^ 3^, b). 

Puisque nous avons 

les c étant des fonctions des a et des 6, nous en tirons 

-Aa, a«=ï^*ai ««C^» -> -Ap Pn^ C)^ 

ce qui justifie notre assertion, car cela prouve qu'en appliquant 
successivement aux J7, 5, -s^p^^ . , p^ deux transformations prolongées 
correspondant aux valeurs a et 6 des paramètres, on obtient le 
même résultat que si l'on avait appliqué une seule transformation 
prolongée correspondant aux valeurs c des paramètres, avec 

c/= 9/(a, b). 
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On voit, de plus, que les transformations entre les paramètres sont 
les mêmes pour le groupe primitif et pour le groupe prolongé. 

Etant données les transformations infinitésimales 

1-^1 1 = 1 

^génératrices d'un f^roupe à r paramètres, on demande de 
calculer les transformations infinitésimales génératrices du 
groupe prolongé correspondant d'ordre donné. 

Si N est Tordre maximum de dérivation, les transformations 
infinitésimales cherchées auront la forme 

i = t / = I 

car on démontre, comme dans le cas des groupes à un seul para- 
mètre, que les Ç, Ç sont encore ceux du groupe primitif. Il s'agit 

de calculer JÇ^j,^ a^. Pour cela, il suffira de montrer comment, 

connaissant les X<*»/, X<Y, ..., X<V) «n peut calculer X<^'-^*/. 
Partons de cette remarque que le groupe prolongé laisse inva- 
riant le système d'équations pfaffiennes signalé tout à l'heure. 
Ces équations pfaffiennes admettront les transformations infinité- 
simales du groupe, c'est-à-dire qu'on devra avoir, d'après (9) 
et (10), 

I 
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Kii développant le premier membre, on obtient 

i 

— 2^A.a,....,a.-H! a„dii 

i 

Si Ton remplace les z et les 2 à indices par leurs expressions en 
fonction des x, le second membre devient nul, et, par suite aussi, 
le premier membre s'annule; nous avons 

— ^î*,a„...,a.-f.J OLn^'^i 

i 

-S^r^-^'-S" - -St"^— 

OÙ le symbole ^— désigne la dérivation totale par rapport à Xi^ 

c'est-à-dire la dérivation effectuée en tenant compte de ce que 
les 5, etc. sont fonctions des x. Mais, comme les dxi sont indé- 
pendants entre eux, cette relation entraîne 

,. <Kk,OL^ (Un 'V - ^5* 

^•«» a.-Hi,....a«= -^ 2d"*'** "'-*■* "-^Ï:" 

s 

Nous obtenons ainsi une suite d'équations qui donnent tous les Z, 
cherchés au moyen de ceux de moindres indices. 

Soient X,/, X^y deux transformations infinitésimales quel- 
<*onques du groupe primitif; nous allons démontrer qu'on a 

(Xi>'),Xi^'))/=(X„X,)(N)/. 

Kn effet, la transformation (X,, X^)/ est une somme de transfor- 
mations infinitésimales X/; les premiers termes de X^^y, XJ^'/sont 
respectivement les termes de X,/, X^/, et, par suite, la transfor- 
mation (X^^'j X^^')/ devra être le prolongement de la transforma- 
lion (Xj, Xf)/, puisqu'elle a les mêmes premiers termes, (c.q.f.d.) 
On déduit aisément de là que le groupe prolongé est holoédri- 
quement isomorphe au groupe primitif. 
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Considérons un groupe prolongé ; les fonctions invariantes par 
rapport à ce groupe sont fonctions de toutes les variables (les x, 
les z et les dérivées des z jusqu'à un certain ordre); ces fonctions 
sont dites invariants différentiels du groupe primitif . 

Un groupe quelconque admet une infinité d^ invariantes 
différentiels, dont l'ordre peut croître indéfiniment. 

Des résultats obtenus aux n^ IX et XIII, il ressort que : 

La détermination des invariants différentiels d^un groupe 
n'exige que des opérations algébriques si Von donne les 
équations finies du groupe; elle exige au contraire l'inté- 
gration de systèmes complets si Von connaît seulement les 
transformations infinitésimales génératrices du groupe. 



DEUXIÈME PARTIE. 

APPUCATION DE LA THÉOME DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS 
AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



I. — Généralités. 

Si nous voulions suivre l'œuvre fondamentale de Lie, nous 
devrions, après avoir présenté la théorie générale, étudier les trans- 
formations dites de contact. Nous préférons remettre ce sujet à 
plus tard pour montrer de suite l'utilité et l'importance de la 
théorie exposée en l'appliquant à l'étude des équations différen- 
tielles. 

Comme nous l'avons dit dans l'Introduction, un résultat consi- 
dérable de cette théorie a été de montrer que les équations diffé- 
rentielles intégrables par les procédés connus de l'Analyse, sont 
celles qui admettent des transformations infinitésimales connues. 

C'est cette question que nous allons maintenant développer. 
Nous nous limiterons à la considération des équations différen- 
tielles du premier ordre 

supposées résolubles par rapport à y'^ en sorte qu'on puisse leur 
donner la forme 

Y dx — \dy = o, 

X, Y étant des fonctions de x eiy. L'intégration d'une telle équa- 
tion équivaut à l'intégration de l'équation aux dérivées partielles 

dx dy 
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l'intégrale aura la forme ci)(j:, j^) r= const., et représentera par 
suite une famille de courbes du plan (j?, y)^ courbes qui, en 
général, ne se rencontreront pas. 

Soit un groupe à un paramètre engendré par la transformation 
infinitésimale \f] imaginons que Péquation intégrale admette ce 
groupe, ou que les transformations du groupe changent en elle- 
même la famille des courbes intégrales; cette famille sera une 
variété invariante du groupe. On doit à Lie d'avoir établi ce 
résultat : 

La connaissance d'un groupe par rapport auquel la famille 
des courbes intégrales est invariante suffit pour qu'on puisse 
intégrer V équation, c' est-à-dire pour quon puisse trouver un 
facteur intégrant et réduire par suite le problème aux quadra- 
tures. 



II. — Condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille 
de courbes reste invariante par rapport à un groupe. 

Soit iù{x^ y) = const. l'équation de la famille, et soit la trans- 
formation 

Pour que la transformation laisse invariante la famille de courbes, 
il faut que la transformée de l'équation de la famille se présente 
sous la forme to(j:', y) = const., c'est-à-dire qu'on ait 

toutes les fois que (o(a7, y) z=:a; on déduit de là que b =f(^a)^ et 
que par suite 

(I) w|ç(ar,^), ^(Jc^,y)]=/[o)(x,y)] 

identiquement. 

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, il est évident 
<|ue la famille de courbes est invariante. 

Pour un groupe de transformations à un paramètre défini par Vf 
les équations finies peuvent être mises sous la forme 
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et nous aurons, par suite, 

/ /* 

( 5t) oî(t\ y') = oî{t, y) H ^ Vw -f- ;-j- V'w -f-. . .. 

Si to(a:', j^') est une fonction de ti>(j7,^) seul pour une valeur 
quelconque de /, il s'ensuit que 

<lépend aussi de (o seul quel que soit t\ en faisant ^ = o, on \oit 

qu'on devra avoir 

Vci) = 7(w). 

Cette condition nécessaire est aussi suffisante. En effet, si on la 
suppose vérifiée, on en déduit 

v«t., = vx(co) = 7;(a))Vt.) = x'(w)x(co), 

re qui est une fonction de eu; ceci s'étend à V^to, etc., en sorle 
que tout le second membre de (2) est une fonction de (o, confor- 
mément à notre assertion. Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille de 
courbes u}(xj y) = a se transforme en elle-même par toutes 
/es transformations d^un groupe donné à un paramètre \f 

i'st que Von ait 

V w = y (w). 

Exemple, — Considérons la famille des cercles concentriques 

Elle est laissée invariante par le g^roupe des transformations 
komothétiques par rapport au centre, dont les équations finies 
sont 



<»t dont la transformation infinitésimale est (en se rappelant (n° V, 
I '**' Parile) que, pour un 



dx'- 
1'**' Parile) que, pour un groupe à un paramètre, on a $i(^') = -i— 



•^ dx ^ dy 
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Dans ce cas, on obtient 

Vw = V(x'^-J^') = x,iLX -\-y.iy = uco, 

et la condition susdite se trouve bien vérifiée. 

Examinons maintenant le cas spécial où la fonction '/(<<>) est 
nulle, c'est-à-dire où Vto = o. Rappelons que 

y = :r-h /5-4-..., y =1 r H-/TÎ -4- 

A la valeur / = o correspond la transformation unité ; à la valeur S/ 
de t correspondra la transformation infinitésimale 

en négligeant les termes d'ordre supérieur. Il en résulte que 

^(^'î y) = w(^ -+- $ 8^ ^^ -+" ""i Ò/) = ci)(ir, y) -+- ùt \u)(x, y). 
Si la famille de courbes est invariante par rapport à V/, en posant 

co( j- H- ç $/, ^ -H T, oO = fo(T, y) -h ^t x[a>( r, y)\: 

dès lors la courbe particulière (ù(Xjy) = c se change en la courbe 
to(x'^y) = r -h 2/^(c) = c'. Par suite : 

Pour qu'en particulier toute courbe du système se trans- 
forme en elle-même, il faut et il sujffit qu'on ait Vco = o. 

Kn effet, si toute courbe se change en elle-même, on a c^=(\ 
donc \oi(Xjy) = o; et réciproquement, si V(o(^,^)==o, on 
aura c = &. (c. q. f. d.) 

Dans ce cas, comme on a 

Ox Oy ^ dx oy 

il s'ensuit que 

Conséquemment les transformations infinitésimales (et par suite 
les groupes) qui laissent invariante chacune des courbes de la 

famille sont de la forme V/= p( X^ -|- Y^-^ j; elles se déter- 
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minent îmmédiatcinent, mais elles ne sont d'aucun secours pour 
résoudre le problème de l'intégration. 

On peut arriver au même résultat géométriquement. Le coeffi- 
cient angulaire de la tangente à une des courbes est donné par 

di _\ 
da> ~~ X 

Si Ton applique à un point de la courbe toutes les transformations 
du groupe que nous considérons, ce point décrit une courbe dont 

l'élément a pour coefficient angulaire 5« Gomme nous voulons que 

le groupe soit de ceux qui transforment toute courbe en elle-même, 
la direction de l'élément considéré devra coïncider avec la tangente 

Y 71 

susdite; donc -^ = ?* comme nous l'avions déjà trouvé. 



m. — Facteur intégrant. Équations différentielles qui admettent 
des transformations infinitésimales données. 



Laissons à part le cas où Vto = o, dans lequel on peut obtenir 
immédiatement le groupe, mais sans pouvoir en tirer aucun avan- 
tage pour l'intégration de l'équation différentielle proposée. Pour 
tous les autres cas, dans lesquels on a 

V(o = x(w), 

y n'étant pas identiquement nulle, la connaissance d'un groupe 
conduit à la détermination d'un facteur intégrant. 
Soit 4>(co) une intégrale quelconque, on a 

V*((o)= *'((o)Va) = *'((o)y(w). 
Déterminons <^(co) de manière que ^'(co)y((o) = i, d'où 



^. r dia 



En écrivant alors co au lieu de ^(w), nous pouvons poser Vco = i , 
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<*t nous avons 

.,âu) ^ràui ^ t)o) (Ha 

ÓX ùy ^ t)x ' dy 

nous tirons de là 

dM Y dia \ 



ôx ~ Xti — YÇ c[x-\tj_Y$' 

|).ar suîu» un facteur intégrant est 

Xr^ — i ; 

Réciproquement, si nous connaissons un fadeur intégrant M, 

en l'égalant à ^ vi' nous pouvons trouver d'une infinité de 

manières les ç, r^, et, corrélativement à chacune de ces manières, 
nous obtenons toujours une transformation infinitésimale et, piir 
suite, un groupe. En effet, M étant un fadeur intégrant, nous avons 

— M\ = -— , MX — -—, 

dx Oy 

il'où l'on conclut 

Vw = — tM Y -I- r, MX = M(Xr, — YJ ) = i. (c. Q. F. n.) 

l*ar cela même se trouve établi le résultat énoncé au n" I, con- 
cernant la relation qui existe entre la connaissance de certains 
groupes et la possibilité d'intégrer l'équation. 

Reprenons l'équation 

( I ; ^ciy — \ dx = o^ 

dont l'intégrale générale soit 

{•x) (o{x, y) = consi., 

et considérons la transformation finie 

Par cette transformation, l'équation (i) se change en une autre 

(3) \'{x\y')dy-^r{x,y')dy'=ro, 
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et l'intégrale ( 2 ) en 

(4) w'(j:', ^') = const. 

Nous allons démontrer que : 

U intégrale de V équation transformée est la trans jorméc de 
V intégrale de V équation prinxitiK'e, 

c'est-à-dire que (4 ) est l'intégrale générale de (3). En effet, soit M 
un facteur intégrant de (i); on aura 

//co = M{\dy-~\dx)\ 

en appliquant la transformation et en désignant par M' la trans- 
formée de la fonction M, on aura 

rf(o' = M'( V dry - Y' £/x' ); 

or ceci exprime que M' est un facteur intégrant de (3) et que 0/ 
est une intégrale de cette même équation (3). (c. q. f. d.) 

Il résulte de là que, si une transformation change en elle-mém<» 
l'intégrale générale d'une équation différentielle, elle doit changer 
en elle-même l'équation différentielle, et réciproquement. Quand 
il en est ainsi, on dit que l'équation différentielle admet cette 
transformation; avec cette terminologie, une équation difl'éren- 
tielle admet toutes les transformations admises par son intégrale et 
n'en admet par d'autres. 

Nous allons maintenant transformer la condition Vojr^y(w) 
en une autre qui soit vcrifîable directement sur Téquatiou diffé- 
rentielle. 

Posons 

nous aurons 
et, par suite, 
en outre 
«Ione 



»/=^£-^|^ 



A (0 = o, 

VA(o = o; 

A V w = A y ( (0 ) — y ' ( (0 ) A o) = ; 

(VA)io = o. 
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Par conséquent, toute intégrale de A/^ o est aussi intégrale de 
(\ \.)/= o, donc 

(VA)/=X(T,^)A/. 

Cette condition est aussi suffisante. En effet, si on la suppose satis- 
faite, on a 

(VA)o)=o, 
c'est-à-dire 

VA w — AV (0 = o ; 

mais VAco = o (puisque Aco = o); donc AVo) = o, et Vo> est 
intégrale de Téquation donnée; par conséquent Vto = /(w). 

(c. Q. F. D.) 

De là cette conclusion : 

La condition nécessaire et suffisante pour que r équation 
admette le groupe engendré par la transformation infinitési- 
male Vy, est, en posant 

•^ dx ày 

que Von ait 

(VA)/=).(x,j^)A/. 

JNous convenons de dire dans ce cas que Téquation donnée 
admet la transformation infinitésimale Vy*. 

Observation, — Les nouvelles définitions que nous venons de 
donner ne sont nullement en désaccord avec celles données dans 
la première Partie de ces Leçons. 

Rappelons-nous, en efl'et, qu'ayant Téquation "Vw/rfjc/^o, 
nous avons posé par définition 

X ^a/ dxi== 2^ "' ^^' "^ 2 "' ^'' 

s 

et nous avons dit que l'équation admet la transformation infinité- 
simale Xy quand 



X 2 Ui dxi = p ^M/ dxi. 
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Dans le cas actuel, nous avons 

V(X dy-\dx)^y\ dy _ V Y c/:r -f. X c/i] - Y d\. 

Il faudra donc que 

VX dy-^VXdx-^Xdr^ — Y é/t = p(X dy-\ dx), 
d'où 

— VYh-X^ — Y^ =- oY, 
ox ùx ' 

VX + X^-Y^= pX, 
ùy dy ^ 

ou encore, en posant 

'^ ÒX ày 

_VY-<-X^ + Y^=-XY, 

VX-X^-Y^= XX, 

ou, enfin, 

VY— Ar, = XY, VX — A5 = XX. 

Dès lors 
(VA)/=(VX-A5)g+(VY-A,)|=x(x|-.Y|) = XA/, 

et cette relation montre que les deux définitions coïncident. 
Supposons encore qu'en appliquant ù l'équation 

\dy — \ dx =. « 
la transformation 

,T =z x-Jr^lt, y' = y -^ r\lt, 

cette équation conserve la môme forme, c'est-à-dire qu'elle de- 
vienne 

\{x',y)dy---\(x',y')dx'=:o. 
On a 

X(a7',y) = X(^,jO-+-ò/VX, Y(a7',y) = Y(x,7) + 8n'V; 

par substitution, on obtient 

(X -t- It \X){dy-r' òe rfT)) — (Y -i- òe \Y){dx -1- 8^ ^) = o, 
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( 5 ) \dy — \'dx-+-èt[\Xdj-h\dr, — \'\dj--Ydl] = o. 

Or 
VXrf^-t-Xrfr,-VYrfr-Yrf«= V\dx-t-\('^dx-i-pdy\ 

-[Vv-A.-V(g-.^)]^. 
L't'quation (5) devient donc 

Cctle équation devantcoïncider avec l'équation donnée, les expres- 
sions (VX — AÇ), (V Y — Atj) sont proportionnelles à X, Y, d'où 
il résulte aussitôt que 

(VA)/=XA/. 

Ce résultat montre qu'une équation, qui reste invariante quand 
on lui applique une transformation infinitésimale considérée 
«omme une véritable transformation, admet celte transformation, 
au sens que nous avons attribué à cette expression. 

Nous allons indiquer quelques exemples simples dans lesquels 
nous vérifierons que les relations 

V(o = y(w), (VA)/r-.X A/ 
sont satisfaites en même temps. 

Premier exemple. — Considérons la famille des droites paral- 
lèles 

y — m.r = const. 

et un groupe (à un paramètre) de translations défini par 
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On a 

Il s'ensiiil que 

Vw = — ani -t- 6 = const., 

«'t celle relalion exprime que la famille de lignes admel le grou{>o 
fonsidéré. 

I/équation différenlieUe de celle famille de droiles esl 

dy — mdx = o, 
<'ii sorle que 

(VA)/=(VX-A0g-^(VY-A73)^=o, 

v\ celle relalion exprime que Téqualion différenliclle admel la 
transformalion infìnitésimale V/". 

Deuxième exemple» — Considérons la famille des droiles 
parallèles à une bisseclrice des axes de coordonnées 

y — ^ = consi. 
i.'l le groupe des Iransformalions par simililude 

l/équalion différenlielle de ces lignes est 

dy — dx = o. 
Nous avons donc 

-^ dx " dy ^ dx dy 

V«o=-x+r = o.. (VA)/=-|-|=-A/. 

I^es conditions voulues sont vérifiées. 



Troisième exemple, — Soil la famille des courbes à langenles 
égales (iraclrices) el le groupe des translations parallèles à Taxe 
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des X 






x'—x-^r-aty y — y> 


Nous avons 





ç = a, ,=o, V/=ag. 



L'équation différentielle est 



y. v/i H-y * = Cl 



ou encore 



/c' — ^* e/j^ — ^ c^J" = o. 
On a donr 

A/=/3î=Jîg+^g, (VA )/=... 
On peut calculer un facteur intégrant 



ou plus simplement 



En divisant en effet l'équation par^, les variables se séparent, cl, 
en intégrant, on obtient 





1 


1 


= 


1 




Xr,- 


-YÇ 


^y 




M 


_ I 







Cyf^rryx 



-dy — j™ = consl.; 
on a ensuite 



V(o = a-— = — rt. 
ùx 



Quatrième exemple, — Considérons rinlinité des cercles tan- 
gents aux axes de coordonnées et leurs trajectoires orthogonales. 
Les transformations homothétiques ayant l'origine pour pôle trans- 
forment en lui-même le système de ces trajectoires. On a 

"^f-^ix^y-r/ 

L'équation des cercles considérés est 

x* -f- ^* — lax — 1 ay -h a* = o 
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on 

a = X -^-y zt ^'à,xy. 
On en déduit 

dy __ y±i ^ixy 

"^ xûi^2.xy 

et par suite les trajectoires orthogonales ont pour équation 
{y ± ^'xxy) dy — (a? ih ^'ixy) dx = o. 



On a donc 



A/ = (y =fc )/2xy) ^ -h (ar rh >Jixy)^y 



et il est aisé de vérifier que 

(VA)/=o. 

La connaissance du facteur intégrant 
M = 



yKy±i ^-ixy) — x{x ±l ^ixy) {y — x){}/x ± y/yY 

permet de ramener l'intégration aux quadratures, mais nous ne 
développerons pas le calcul. 



IV. — Forme canonique des groupes et des transformations 
infinitésimales. 



Nous allons mettre les groupes sous une forme spéciale, dite 
forme canonique. A cet effet, imaginons d'introduire, dans une 
transformation infinitésimale, de nouvelles variables x^ y, liées 
aux premières x, y, par les relations 

x = ^(x,}\ J^ = 'l'(ï,J), 
desquelles nous tirons 

Nous obtenons 

\âx^^ àyàxj \dx ày dy ày J 
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dx dy 

Nous voulons faire prendre à celte relation la forme V/= -4 11 

Jy 

faut et il suffit qu'on s'arrange de manière à avoir Vj:=r<), 

\y = I , c'est-à-dire 

/ X ^dx dx >ày ày 

11 suffit d'intégrer la première de ces deux équations pour 
qu'ensuite l'intégration de la seconde se réduise aux quadratures. 
L'intégrale générale de la première de ces équations, 

définit une famille de courbes laissée invariante par la transfor- 
mation infinitésimale Vy* (2" Partie, n** II); ces courbes sont celles 
décrites par chacun des points du plan quand ils sont soumis aux 
transformations du groupe considéré (à un paramètre); aussi les 
appelle-t-on les trajectoires du groupe. 

Le système simultané équivalent à la seconde équation, d'après 
la règle de Lagrange, est 

une des deux équations qui le composent est 

i\dx — \dy =^o\ 

elle admet l'intégrale 

x(x,y) = c\ 
on déduit de là 

y=\{x, c), 

et alors l'équation rr — 5-7 yï = dy s'intègre par une quadrature. 

Ainsi : 

La réduction d'une transformation infinitésimale donnée à 
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ht forme canonique se fait à Vaide de la détermination des 
trajectoires du groupe engendré par cette transformation, 
suivie d^unc quadrature. 

Cela posé, soit un groupe mis sous sa forme canonique Vy= -j-» 
lîl une équation différentielle que nous écrirons 



i)n aura 



./=%^,i...r!fy 



l*our <|ue rôqtialiun adnietle la transformation infinitésimale \/, 
il faudra <|u'on ait 

Ov 

(VA)/=<V.V-A.,g-.(VY-A,)| = f!2^>|. 

On devra donc avoir identiquement 

tVoii 

X = o, 
t't, par suite, 

do 

t'est-à-dire que la fonction o ne saurait dépendre de y. Dans ces 
conditions, Téquation se réduit à la forme 

dy — ç(a7) dx = o. 

Application, — Considérons Téquation homogène du type 
df — fl^j dx-o. 

Nous voulons vérifier si elle admet le groupe des transformations 
par similitude 

xr / fif ^f 
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r^es trajectoires de ce groupe sont les droites passant par l'origine 



Y 

— = const.; 



— Y 

x= - = const. 



donc rintégrale de la première des équations (i) est 

Le système (2) devient 

dx dy j- 
X y ^' 
on en tire 

y = Ioga? -h const. 

A\cc les nouvelles variables, on a 

X = eî\ y = x€Î\ 

i*n sorte que l'équation devient 

ti dx H- eyx dy — ey ^\x) dy = o 
ou 

dy = dx — o\ 

?(^;— a: 

elle a précisément la forme trouvée tout à Theure. 

La réduction aux quadratures ainsi obtenue est en somme hr 
même que celle à laquelle conduit la métliode classique. 



V. — Forme générale des transformations infinitésimales 
admises par une équation différentielle donnée. 

Observons avant tout qu'entre trois transformations infini- 
tésimales à deux variables [comme, plus généralement, entre 
(/?-i-i) transformations infinitésimales à n variables] il existe 
toujours une relation linéaire homogène. En effet, si l'on pose 

^»-^~^*5i-*-^*5^' ^*-^-''5^-"^'«5^' ^'•^=^'5Ï-^^"4F'' 
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réiîmlnatlon de ^ et de -/• donne 

Vi/ Ç, r,. 

Par suite, les cas à considérer à l'égard d'une équation différen- 
tielle ordinaire du premier ordre se réduisent à trois, suivant que 
Ton connaît zéro, une ou deux transformations infinitésimales 
admises par cette équation. 

Supposons connues deux transformations infinitésimales diffé- 
rentes ou à trajectoires distinctes : 

avec 5|Tj2 — ÇaY^i^o. Dans ce cas, l'équation différentielle s'in- 
tègre sans aucune quadrature. En effet, nous connaissons les deux 
facteurs intégrants 



M,= t: ^-^7T-» iM,= 



Or nous savons que le rapport de deux facteurs intégrants est une 
intégrale. Nous avons donc l'intégrale 

r^ — ^ = const. 

Nous allons déduire de là la forme générale des transformations 
infinitésimales qui laissent invariante l'équation donnée. En dési- 
gnant par to une intégrale quelconque et par T(co) l'expression 

Xîî,-Y$, 

v-^^ — TTTf on a 

Xr^, — Y$, 

Ainsi 

U= $1 V(a)) + X p(x, ^), r.t=r.i V(to) -+- Y p(r,y). 
Par suite 
(>) V,/=V(co)V,/-*-p(a-,^)A/. 
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Donc (lès qu'on connaît une transformation infinitésimale admise 
par IMquation ainsi que l'intégrale de cette équation, toute trans- 
formation infinitésimale laissant invariante l'équation donnée peut 
recevoir la forme (i). 

Ce résultat peut être obtenu d'une manière différente. La trans- 
formation \ \f change la courbe (o = c en la courbe o) = c -f- \ i co S/. 

Posons alors V f z=i ^^—X^f. La transformation Uy changera la 

courbe (o = r en la courbe eu = r -t- Uco 3^, c'est-à-dire, puisque 

( ; to == ^ttÎ— \ o (o = \', (o, en la courbe (o = c H- V i co 5^. Les trans- 

VjCii 

formations Vi/et U/* changent donc une même courbe du sys- 
lème en une même courbe (mais non pas, en général, un même 
point en un même point). Il en résulte que la transformation 
\ \f — Uy laisse invariantes toutes les courbes du système (mai> 
non pas tous les points de ces courbes). On a donc 

V,/-U/=OA/, 
cl Ton tire de là 

Mais V, co et V20J étant des intégrales, ^^ est aussi une inté- 
grale que nous désignerons par ^'(co), en sorte que l'on a 

résultat déjà obtenu plus haut. 



Exemple, — Soit l'équation homogène 
xi dy — ly^ dx — o, 

(|ui, comme telle, admet la transformation 

*' dx " dy 

Vérifions si elle admet aussi la transformation 
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Nous avons 

Formons une intégrale : 

il est aisé de vérifier que cette expression est bien une intégrale* 
D'après cela, nous pouvons poser 

V,/=aV,/-f.pA/ 
ridentification donne 



d'où 



X — ^y ^ X — •; 



ft par suite 

V,/-=wVi/"-4- 

TLy — X 



V,/=cuVV^-— ^A/. 



VI. — Détermination des équations différentielles qui admettent 
un groupe donné & un paramètre. 



Nous pouvons supposer le groupe donné soît par sa transfor- 
mation infinitésimale 

soit par ses équations finies 

Commençons par le supposer donné par ses équations finies. 
Si, à une courbe du plan, nous appliquons toutes les transfor- 
mations du groupe donné, nous obtenons une famille de courbes 



l52 DEUXIÈME PARTIE. 

qui est invariante par rapport aux transformations du groupe. 
En effet, si, en appliquant séparément à la courbe a les transfor- 
mations S et T du groupe, on trouve les courbes ^ et y, la 
courbe v sera la transformée de p par la transformation de S~'T 
qui appartient au groupe; et réciproquement, on voit que toute 
courbe y, qui est la transformée de p au moyen d'une transforma- 
tion du groupe, appartient à la famille considérée. 

Nous allons exprimer ceci analytiquement. Soit 9(x,j^) = t> 
l'équation d'une courbe du plan. L'équation de la famille de ses 
transformées sera 

on sorte que la forme générale de la famille invariante est 

désignant une fonction quelconque. Le problème se trouve donc 
résolu dans a* cas sans aucune intégration. 

Supposons au contraire qu'on donne la transformation infinité- 
simale du groupe. Nous savons que la famille (o = const. des 
courbes invariantes par rapport au groupe doit satisfaire à la rela- 
tion Vw = y((»)). On peut alors réduire cette relation à la forme 
V(o = i (exception faite pour le cas où V(o = o). Il s'agit donc 
d'intégrer cette équation, ou de réduire le groupe à la forme 
canonique. Observons que pour le groupe réduit les trajectoires 
sont les droites parallèles à l'axe des x. 

Donnons quelques exemples : 

Premier exemple. — Considérons le groupe des translations 
parallèles à l'axe des x 

x'=x-ht, y = y. 

L'équation de la famille des transformées de la courbe ò(x,y)=o 
est 

ò{x-ht,y) = o. 

Il peut arriver que 9 ou bien ne renferme pas x^ ou bien le ren- 
ferme. Dans le premier cas, l'équation 6 = o équivaut Ày = const.; 
elle représente des droites dont chacune est invariante par rapport 
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au groupe. Dans le second cas, l'équation peut s'écrire 

^-f.< = X(^); 

Féquation différentielle correspondante est 

X n'y figure pas explicitement. Réciproquement, si nous avons 

Téquation 

dT=io(y)dy, 

il vient 

V = .(^)|-.|; V=|; (VA)/=o. 

De là cette conclusion : 

Les équations différentielles qui admettent le groupe consi- 
déré sont exclusivemcnt toutes celles dans lesquelles x ne 
figure pas explicitement. 

Deuxième exemple. — Soit le groupe des affinités 

x' — ax^ y = r. 

Si Û(^,^)=o est une courbe quelconque, l}(a^,^)=o sera 
la famille invariante de courbes engendrée par cette courbe-là. Il 
peut arriver que Û ait la forme ^{y)\ alors on n'a pas une 
famille de courbes, mais une courbe seulement. Pour qu'on ait 
une famille invariante de courbes, on doit supposer que, dans û, 
entre le premier argument x\ alors l'équation û(j:,j^)=o peut 

s'écrire 

X = X(j^), 

et l'équation de la famille de courbes devient 

ax = X(7). 

L'équation différentielle correspondante est 

i!^dx^\\y)dy. 

Pour calculer un facteur intégrant, commençons par trouver la 
transformation infinitésimale du groupe; en posant a=i-f-/, il 
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\Ì<Mll 




x'—x-^- tx, y = y ; 


(r<in 




\ = x. r, = o. 


m sorle 


que 








Il <»ii résulte que M = =-; — = — t-^ — -, et Tintéffration esl 



.,_■.- Mr)' 



X 



iniinédiatement réduite aux quadratures. Comme on a 






on Irouve de suite 



(VA)/=-).'0-)-^ _. HZi îif =_A/. 

'-^ ^ ^ Ox X Ov '' 



Troisième exemple. — J^our le groupe des tranformations par 
siniililude, on Irouve 

•' Ox -^ ùy 

Si ll(>,r)=o est une courbe quelconque, la famille invariante 
correspondante sera 

M{ax^ ay)r=z o. 

Il peut arrixer que cette équation soit indépendante de «, si û est 

iKmiojçéne en x^y^ et de degré zéro. Alors Û(j:,^')^ 6 ( — j • Les 

Irajectoires ont alors pour équation - = const. ; elles sont formées 

par Teiisemble des droites issues de l'origine. Ce cas spécial 
laissé de coté, de l'équation li («5, ar) = o on tire 

ay = \x{ax) d'où -j- = |x'(ax). 



(iclle dernière équation peut s'écrire 
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LVlîmînation de a donne 

en sorte que réquatioii diflerentielle de la famille prend la forme 

dy — ' ( — ) <^^ = o ; 

rVst donc une équation homogène. D'ailleurs, on a déjà vu 
«a* Partie, n** I\ ) que toute équation de cette forme admet \v 
»;roupe considéré. De là cette conclusion : 

Les équations différentielles qui admettent le groupe àes 
transformations par similitude sont exclusii^ement toutes les 
équations homogènes. 

()uatrième exemple. — Soient les transformations définies par 

Klles forment un groupe, car, si l'on pose : oc^ = x'^y = y -f- lfo(x')^ 
il en résulte que 

x" — X, y = y -^-ia-^ b)^(x). 
La transformation infinitésimale du groupe est donnée par 

D'après cela, si l}(.r,'>') = o est la courbe hahituelle, 
{l\x,y ■+■ ao{x)\ = o 

représentera la famille de courbes invariante correspondante. 
Deux cas sont à distinguer selon que Q ne contient pas ou con- 
tient le second argument. Dans le premier cas, les trajectoires 
sont X = const. ; elles comprennent toutes les droites parallèles 
à Taxe des }'. Dans le second cas, nous pouvons donner à l'équa- 
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lion la forme 



d'où, par dérivation, 



g+açp'(:r)=îx'(T). 



L'élimination do a donne l'équation différentielle 



cix o 



?(j^r L ?(^) ' J 



([ui est une équation linéaire. 

Nous allons montrer que, réciproquement, à une équation 
différentielle linéaire quelconque on peut associer un groupe Av 
la forme susdite, laissant invariante l'équation donnée. Soit en 
effet l'équation linéaire quelconque 



^-P(^)j-Q(^) = 



Jl suffit de poser 






d'oii l'on déduit 



ou 



-fp{x)dx 
9(ar)=c ^ 

J 9 9 

-Çvdx r -fpdJr 

jx = e «^ I Qe *^ dx. 



J' 



On est conduit au facteur intésrrant M = — — = e*^ . Ainsi 

retrouve-t-on la méthode d'intégration donnée pour ces équations 
différentielles par r\nalyse ordinaire. 

On peut encore vérifier que (YA)/^ o, ce qui confirme le 
fait que l'équation admet le groupe considéré. 
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15; 



VU. — Interprótation géométrique du facteur intégrant. 



Soit Téquation 
elle groupe 



X dy — Y dx = o 



<|ui la laisse invariante, ou qui laisse invariante la famille de ses 
rourbes intégrales. 

Le coefficient angulaire de la tangente à une courbe en un de 

Y 
ses points est t^- Ce point, par TefTet de la transformation V/, se 

transforme en un point d'une courbe infiniment voisine de la 
famille. Si {po^y) ^^^^ ^^^ coordonnées du point, (xH-Ç8/,^-+-iri8/) 
seront celles du point transformé, y est le coefficient angulaire de 

la direction suivant laquelle a lieu le passage de Tun des points à 
l'autre. Formons le parallélogramme ayant trois sommets aux 
points {Xyy)^ (xH-Ç3^, j^-|-Yi8^), (:r + Y^, r 4- Y'); son aire 
sera donnée par 



X y I 

x-^-X^t y -^y^lt I 

a? -f- X J^ -+- Y I 



X y I 

\lt txlt o 

X Y o 



= (Y$-XTi)8r = -^a/. 



Si l'on tient compte de ce qu'un facteur intégrant peut toujours 
être multiplié par une constante quelconque, on peut dire que le 

Fig. I. 



(jr^X,3f+Y) 




facteur intégrant M est. l'inverse de l'aire du parallélogramme 
susdit (/g^. i). 

Soit Zn la portion de normale comprise entre les deux courbes 
considérées de la famille; l'aire de notre paraUélogramme sera 
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aussi donnée par le produit 5/i^X*-|- Y*; on aura donc 

a/i/V-+-Y2= lo/, d'où M = . ^^ 

M 5/tv^X«-4-Y« 

Dès lors, si nous savons calculer on en fonction de (j7, r), nous 
pouvons en déduire immédiatement le facteur intégrant M. C'est 
ce qui arrive précisément dans certains cas dont nous donnerons 
<(uelques exemples. 



Premier exemple. — Soit une équation difTércntielie repré- 
sentant la famille des développantes d'une courbe donnée. Dans 
ce cas, on est constante, et par suite on a 



M = 



Ceci est applicable plus généralement à une famille quelconque 
de courbes parallèles. 

Deuxième exemple. — Considérons la famille simplemcni 
infinie de droites ^=/>a: H-/jr, oii p=/(a), q=ff(a) sont des 
fonctions d'un certain paramètre a. Cherchons la famille des 
courbes qui coupent ces droites sous un angle donné a. 

Soit 'f(Xj y^ k) == o Téquation de cette famille; on a 



tangoi = 



di-p 



dy 

'■-P-d7 



ou 

(i) (i — •/> tanga)^;^ — (/>-f- tanga)^a? = o. 

De l'équation j^=/(a)x -1-5^(0), on tire 

en sorte qu^on peut écrire 

(^) />=/(«)=/[^(^,r)]- 

L'équation (1), dans laquelle on remplace p par son exprès- 
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sion (2), est l'équation différentielle de la famille cherchée de 
4*ourbes. 

Dans ce cas, nous pouvons calculer la quantité on. A cet effet, 

Fig. a. 




considérons (^g* '2) deux droites /'o, /• de la famille donnée, 
formant entre elles un angle ^, et désignons par 8/*o, or les sej»- 
ments interceptés sur ces droites entre deux trajectoires consécu- 
tives. Posons ). = -^-(N étant très grand), et après avoir mené par 

le point P (voir la figure) la droite PQ parallèle à la droite /'i de 
la famille qui fait Tangle X avec la droite /'o, considérons le 
triangle PQRo dans lequel l'angle en Ko est égal à a. Il donne (puis- 
c|ue, aux infiniment petits d'ordre supérieur près, PQ = SR| = o/-,) 

òri __ sin» _ ' 

or© "~ sin(a — X} ~~ cosX — cotasinX 

ou, en développant suivant les puissances entières et positives di' A 
et en négligeant les puissances supérieures de X : 

^— = I -i-Xcota. 

o/'o 



On trouverait de même 



-— = i + Xcota, 
or, 
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et par suite 

g— = (n-Xcota)>'==(i-f-Xcota)^. 

Ceci peut s'écrire 

Sr r » -lycota 

~ = [(i-+-Xcota)^c»»»«J 

0/*o 

(^omme X tend vers zéro quand N croît indéfiniment, il vient 

"S 

De or, on déduit 8/i : 

o/i = orsina = ò/'o 8Ìnae?<=»**. 

Si nous prenons comme droite initiale la parallèle à l'axe des x. 

nous avons 

© = arc tan g/?, 

en sorte que 

G/l = orosin3ic«wianf^ooia. 

Drs lors, en tenant compte de ce que X=i — /stanga, 
\ :=:/) -\- tanga, et en supposant que 3/'o== o^, on trouve 



M = 



y/X» -h Y * C^" ••"'A' co* * ^ I 4- nî gare Uof ^ col a 



/y étant donné par (2). 

Gomme cas particulier du problème considéré, supposons que 
les droites de la famille donnée passent par un même point. Dans 

ce cas, /> = — > et, si l'on pose tanga = c, l'équation différenlielle 

(x — cy) dy ^(^y -^ ex) dx = o 
doit admettre le facteur intégrant 

M= 



1 . y 
-•rotang:^ 



\\ïi effet, on peut l'écrire, après multiplication par M, 

— -arctanff /arrfr — Y dx x dx -h Y dy\ 

e c yi — ^==L= c — , -^ -^ ) = o, 

\ Vx^-^y^ \/x^-hy* J 
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OU encore, en introduisant les coordonnées polaires (p, o)), 

e <*(p rfu) — C£/p) = G, 
ou enfin 

{ --\ 
— cd\^e '^z = G. 

Son intégrale est 

pe c — const.; 
elle représente une famille de spirales logarithmiques. 



VIII. — Équations différentielles à trois variables. 

Jusqu'à présent, nous nous sommes occupé des équations difle- 
rentielles de la forme X dx — X 6(^ = 0, ou, ce qui revient au 
même, des équations aux dérivées partielles du type 

ox oy 

Nous nous proposons maintenant de considérer des équations du 
même type, mais à plus de deux variables, soit 

Xx^ . . ., Xn étant n variables dont X|, . . ., X,| sont des fonctions. 
On sait que l'intégration d'une équation de cette forme se ramène 
à l'intégration du système d'équations 

dxy^ dxt dxa 

et réciproquement, on sait aussi que, si l'on a (;i — 1) intégrales 
indépendantes de ce système, 

tti(a7) = CGnst., Mi(j7) = cGnst., ..., «/i-t(a:) = const 
l'intégrale générale de l'équation (1) est 

Û étant une fonction arbitraire. 

V. Il 
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Au lieu de raisonner sur les équations du type général (i), 
nous nous limiterons au cas où il n^y a que trois variables. Il nous 
sera alors facile d'interpréter géométriquement (dans l'espace ordi- 
naire à trois dimensions) les résultats que nous aurons à exposer. 

Soit donc l'équation à trois variables 

Ci) a/=X^+yJ^+Z^ = o: 

"^ Ox djr dz 

son intégration, comme on vient de le dire, équivaut à celle du 
système 

dx dv dz 

(4) ■K='r = T- 

Les équations (4) admettent deux intégrales indépendantes, de la 
forme 

(5) u{x,y,z) = a, v{x,x,z)^b. 

Si Ton donne k a qI k b deux valeurs fixes, on a une courbe de 
l'espace euclidien; de ces courbes, il en existe oo*; elles sont dites 
courbes intégrales du système (4), ou encore caractéristiques 
de l'équation (3). Les quantités X, Y, Z sont proportionnelles 
aux cosinus directeurs de la tangente à une de ces courbes, en 
orle qu'elles donnent en un point la direction de la courbe. 

Cela posé, écrire ll(w, v>) = o revient à écrire Û(a, 6) = o; 
cela équivaut à choisir parmi les oo=* courbes intégrales une simple 
infinité de ces courbes. Supposons, par exemple, que les deux 
équations (5) représentent deux familles de sphères concentriques, 
à centres distincts; nous pouvons établir entre ces sphères une 
correspondance associant les sphères de même rayon; alors les 
intersections des surfaces correspondantes seront oo' cercles situés 
dans un plan et l'équation de ce plan serait précisément Û(i/,i») = o. 
En général, l'équation U(m, ^') = o représente la surface lieu des 
00* courbes intégrales associées de la sorte ; cette surface est dite 
une surface intégrale de l'équation (3). Ainsi une surface inté- 
grale contient oc* caractéristiques. 

Supposons maintenant que, réciproquement, on donne un sys- 
tème d'équations de la forme (5); cherchons à construire une 
équation de la forme (3) ayant w et ^ pour intégrales. On devra 
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avoir 



^àu ^du „du 
dx oy oz 



en sorte que 



àf^ àf df 

Ox ày dz 

du du du 

dx dy dz 

dv dv dv 

dx Oy dz 

sera Inéquation cherchée. Donc un système de 00* courbes défìnit 
une équation, dont ces courbes sont les caractéristiques. En 
d'autres termes, deux équations de la forme (3) sont distinctes 
toutes les fois que leurs caractéristiques sont différentes, et alors 
seulement. 

Soient alors trois équations 



A /• Y ^/ _^ Y '^Z _!. 7 ^Z* r. 



(* = i, 2, 3), 



et supposons qu'elles ne soient pas indépendantes, c'est-à-dire 
qu'il existe une relation identique 



>M A|/h- Xi A,/-f- X3 A3/= o. 



On devra avoir 



d'où 



X| X| -4- Xi Xj -h X3 Xj = o, 
XiY,-4-X,Y,-4-X3Y3 = o. 

X| Zi H- X2ZJ -4- X3Z3 = o, 

Xi Y, Zi 
X, Y, Z, 
X3 Y, Z, 

Comme X, Y, Z sont proportionnels aux cosinus directeurs des 
tangentes aux caractéristiques, on voit que : 

SI trois équations ne sont pas indépendantes, les tangentes 
aux trois caractéristiques passant par un point quelconque 
sont dans un même plan, et réciproquement. 
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linéaire d'une surface intégrale, nous avons 

djp dy ^ dz 

cette équation, jointe aux deux équations Kxf=^o^ Aa/=o, 

donne 

dx dy dz 

X, Y, Z, 

X, Y, Z, 

équation aux différentielles totales, vérifiée par les intégrales 
des deux équations données. 

Soit un groupe à trois variables et à un seul paramètre 

Nous le dirons réduit à Va forme canonique si, par l'introduction 
convenable de nouvelles variables x^ y^ Zj la transformation V/ 
prend la forme 



Nous avons 



•^ dz 



\dx ^^ ây àx dz ^^ ) 



' \dx ày dy ^r dz ^r) \dx ^^ d} àz ^l dz) 



ou 



dx dy dz 

Supposons x^y^ z choisis de manière qu'on ait 
Vx = o, V^ = o, V-s = i, 



ou 



(7) 



^dx dx ^ dx 

^dx ^^'dy^^dz ^' 

^dz dz ^ dz 

ux ' dy dz 
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il est aisé de voir que, si trois équations ont une intégrale 
commune, elles ne sont pas indépendantes. Car, si o> est cette 
intégrale commune, nous avons 



ox dy oz 



(« = i, 2, 3); 



le déterminant des coefficients est donc nul, et cela fournit préci- 
sément la relation qui exprime que Jes équations en question ne 
sont pas indépendantes. 

Observons encore que quatre équations à trois variables ne 
peuvent être indépendantes. En effet, soient les équations 
A,/=o (/=!, 2, 3, 4); nous avons 



A,/ X, Y, Zi 

A,/ \, Y, Z, 

A,/ \3 Y, Z, 

Av/ Xv Y, Zv 



= 0, 



équation qui est une relation linéaire entre les A//. 

Considérons deux équations A|/=o, A2/=o, ajant une 
intégrale commune /= (jî(Xj y, z). Cette intégrale satisfera aussi 
(n" VIII, I'^*' Partie) à Téquation (A,, A2)/=o, et par suite on 
devra avoir, d'aprcs ce qu'on a vu antérieurement. 



(<>) 



(A,, A,)/=piA,/-4-p,A,/. 



Nous pouvons arriver à ce résultat d'une autre manière. Nous 
savons, en effet, que m équations à (m + n) variables n'admettent 
que n intégrales indépendantes, si elles constituent un système 
complet. Dans le cas présent, nous avons deux équations à trois 
variables; donc il n'existe qu'une seule intégrale si le système 
est complet, c'est-à-dire si la relation (6) est satisfaite. La réci- 
proque est aussi vraie, car, si la relation (6) est satisfaite, le sys- 
tème est complet. Ainsi : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux équa- 
tions A,y = o, A2y=o aient une intégrale commune est que 

(A,, A,)/=pi A,/-4-p2A,/. 

Désignons alors par dx, dy^ dz les composantes d'un élément 
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linéaire d'une surface intégrale, nous avons 

de dy -^ dz 

cette équation, jointe aux deux équations A|/= o, Aa/=o, 

donne 

dx dy dz 

X, Yi Zi 

X, Y, Z, 

équation aux différentielles totales, vérifiée par les intégrales 
des deux équations données. 

Soit un groupe à trois variables et à un seul paramètre 

•^ ^ dx ^ dy ^ dz 

Nous le dirons réduit à \di forme canonique si, par l'introduction 
convenable de nouvelles variables ar, y^ 2, la transformation \f 
prend la forme 



Nous avons 



•^ dz 



\dx àx dy dx ^5 dx J 

^rif^4:é^iL^^%^l\^rfàJià^_^àfd2^dfdJ\ 
\dx ày dy ^y dz ày) "^ \dx àz ci} àz ^l dz J 



ou 



dx dy dz 

Supposons x^y, z choisis de manière qu'on ait 
Va? = o, V^ = o, V-s = i, 



ou 



(7) 



> dx dx ^ dx 

dx * dy dz * 

,dz àz ^ dz 

^ ux * dy dz 
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on obtient alors, comme on le désirait, 

•^ dz 

D'après (7), on voit que x ety sont deux intégrales de l'équa- 
tion 'VJ=o, c'est-à-dire du système 

dx _dy dz 

(8) ^_--_-. 

et que z est une intégrale de Téquation V/= i , c'est-à-dire du 
système 

, . dx dy dz dz 

Quand on a intégré l'équation Vy=o, la recherche de l'autre 
intégrale se réduit aux quadratures. 

En effet, imaginons qu'on ait trouvé les deux intégrales indé- 
pendantes de Vy = o 

o{Xy y, z) = X = const., ^(x^y, z) •=! y = const.; 

les deux équations, puisqu'elles sont indépendantes, sont certaine- 
ment résolubles par rapport à deux des variables x^ y^ z\ sup- 
posons qu'elles le soient par rapport k x^ y\ on en déduit 

^ = î^(^7 y^ -), y = v(ï, 'y. z), 
et par suite 

î(^, y,^)^ î[î^(ï, J, ^), v(ï, J, z), z'X = e(ï, J, 5). 

Il ne reste plus qu'à intégrer l'équation 

dz __ dz 
^{x,y,z)~'~' 

où x^ y doivent être considérés comme constants; l'intégrale, 
comme on voit, s'obtient par une quadrature. Donc : 

La réduction d^une transjormation infinitésimale Y/ à la 
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Jorme canonique exige V intégration complète de V équation 
Vy=: o et une quadrature. 

Si nous posons 

dx dy ôz 

nous avons 

$ = 0, TQ = o, ï = i; 
donc les équations finies du groupe sous la forme canonique sont 

elles représentent, dans le nouvel espace x^ y^ 5, le groupe des 
translations parallèles à l'axe |des z. 

Voyons quelle est la signification géométrique de cette réduction. 

La transformation Yf a pour effet de transformer le point 
(x,y, z) en un point infiniment voisin (^ + Ç 5^,^4-7^8^, 2 + Ç8^), 
en sorte que la direction suivant laquelle s'effectue cette transfor- 
mation a ses cosinus directeurs proportionnels à Ç, t^, Ç. En répé- 
tant indéfiniment cette transformation on obtient la trajectoire 
«lécrite par le point (j7,^, z). Ces trajectoires forment une double 
infinité, et, par chaque point de l'espace ordinaire à trois dimen- 
sions, il en passe une; sur toute trajectoire il y a oo* points du 
même espace. Les équations différentielles de ces trajectoires sont 

dx dy dz 

c'est-à-dire que les trajectoires sont les courbes intégrales de ce 
système d'équations et ont pour équations finies : .r=const., 
y = const. Donc la réduction à la forme canonique se traduit 
géométriquement par la détermination des trajectoires, ou encore, 
d'après ce qui a été dit tout à l'heure, par la transformation de 
l'espace en un autre espace tel que les trajectoires se transforment 
en droites parallèles à l'axe des z. 

Exemple. — Considérons le groupe des mouvements hélicoï- 
daux ayant le même axe et le même pas. Prenons cet axe pour 
axe des z, et servons-nous, de préférence aux coordonnées carte- 
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siennes, du système des coordonnées cylindriques, chaque point 
étant défini par son z et par les coordonnées polaires (p, o) de sa 
projection sur ie pian des (x^y). Soient (p, cp, ^) les coordonnées 
initiales du point que la transformation change en le point 
(p', o', z'). Les équations finies du groupe sont alors 

p' = p, <p'= <p -h /, z'=z-\- ml. 
Les deux premières équations peuvent s'écrire 
(lo) a?'«-f-y* = a7«-f-^», arclang^ = arc lang^^ -i- /. 

X X 

De la seconde de ces équations il résulte que 

î^-i-lang/ . ^ 

y _ X __ arsin/ -f-j^cos/ 

a:' ~ V ~" a:cos/ — ysin< 

I — tang/i^ -^ 

ou 

0?'= X(a?cos< — yÛMi)^ y =■ X(arsin< -^j^cos/). 

Par suite j?'='+^'^ = X^(j7^-f-^^) et, en tenant compte de la 
première équation (lo), X=±:i. Comme le choix du signe est 
indifférent, nous pouvons prendre X = i, et les équations finies 
du groupe écrites en coordonnées cartésiennes deviennent 

(il) x*'=. xQ.o^t — yûviiy ^' = T sin/-f-^cos/, ^'=^-+-/w/. 
Alors 

^=(^'Lo=--^' ''=(^),=.="' '^=fêL.='"' 

rt par conséquent 

àf àf àf 

•^ "^ (^a; c(x ^^ 

Une fois établie l'expression de V/, efl'ectuons la réduction à la 
forme canonique ou la détermination des trajectoires. 

Les trajectoires peuvent s'obtenir en partant des équations finies 
du groupe. Soit {x^y^z^) un point de l'espace; les équations 
paramétriques de la trajectoire qui passe par ce point sont 

a7' = a?ocos< — ^osin/, ^' = arosinf-h^ocos/, z* = z^^-^ mt. 
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E*osonsXtt= pocosoo) Xo=Posinoo; nous aurons 

et CCS équations expriment que la courbe est une hélice de 
rayon po et de pas 2Tzm. 

Voyons maintenant à obtenir les trajectoires en inléjjrant le 
systt'ine (8) qui, dans notre cas, deviennent 

dx __ dy dz 
— y ^ X ~ m 

Nous avons aussitôt 

, , — y dx -\-x dy dz 

d'où 

z y 

a?*-+- y'= coïisl., arctang— = consl., 

et ces deux équations représentent évidemment la même courbe 
que nous avons trouvée tout à l'heure. 

Réduisons le groupe à la forme canonique. Nous avons immé- 
diatement 

x = x^-^y^, y =z arctang— • 

Pour avoir z, la dernière équation dilFérentielle du système (9) 
que nous avons à considérer, c'est-à-dire — = — > donne 



En introduisant les nouvelles variables, on trouve que [es 
équations (11) du groupe se réduisent à la forme : 



X =:x, y =y, 



IX. — Équations différentielles à un nombre quelconque 
de variables. 

Soit l'équation 
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On sait qu'une leJle équation admet (n — 1) intégrales indépen- 
dantes; si on les désigne par C0|, CO2, ..., co„_i, une autre inté- 
grale quelconque de l'équation a la forme 

F(ci),,ci),, ...,(o«_,). 

Réciproquement, étant données (n — 1) fonctions indépendantes 
Wi, (02, ..., w„_j, il existe (à un facteur près) une et une seule 
équation de la forme (1), dont ces fonctions soient intégrales; 
cette équation est 

Si l'on applique aux variables une transformation 

noire équation différentielle (1) se transforme en une autre doni 
les intégrales sont les transformées des intégrales susdites. D'après 
cela, la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation 
admette une transformation est que toute intégrale de cette équa- 
tion se change par la transformation en une intégrale de la même 
équation. 

Si, au lieu d'une seule transformation, on a un groupe à un 
paramètre \/, on démontre, comme on l'a fait pour les équations 
à deux variables, que les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que le groupe laisse l'équation invariante sont 

Mais ces conditions ne peuvent guère servir, parce qu'elles 
exigent la connaissance des intégrales; il est donc besoin de 
trouver un autre critère basé seulement sur l'examen de l'équation 
différentielle. 

Si (ùi est une intégrale, on a 

Au)/= o, 
et par suite 

(VA)a>/= VAo)/— AVa)/ = — AVcD/. 
Supposons que l'équation admette le groupe V/; Vco/ est une 
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intégrale, donc AV(0|= o, et nous avons 

(VA)ci)/=o. 

Cette relation exprime que l'équation (VA)/= o admet les inté- 
grales CO/. Il en résulte que l'équation (VA)/= o ne peut différer 
de A/=o que par un facteur fini. Par suite, nous avons comme 
condition nécessaire 

(VA)/=pA/. 

Réciproquement, si, dans cette relation supposée satisfaite, nous 
remplaçons /par co/, nous avons 

(VA)a)/=o, 

et par suite 

A V lu/ = o ; 

ceci exprime que Vco,- est une intégrale de A /= o, en sorte que 
l'équation admet le groupe V/. Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour que V équation 
Vy= o admette le groupe \ f est que Von ait 

(VA)/=pA/. 
On démontre encore immédiatement que : 

Si une équation différentielle admet les deux groupes en- 
gendrés par les tr ans j or mations infinitésimales V,/, V2/, elle 
admet aussi le groupe engendré par la transJormationÇV ijVz)/- 

Rappelons-nous (n" V, 2^ Partie) qu'entre (n + 1) transforma- 
tions infinitésimales V,/, Va/, . . . , Yn^if à n variables, il existe 
toujours une relation linéaire. Supposons alors qu'une équation 
différentielle (1) admette r transformations infinitésimales V|/, 
Vj/, . . ., Vr/"; il pourra exister, entre les transformations V/ et la 
transformation A/, des relations linéaires (à coefficients constants 
ou variables). Imaginons qu'on choisisse parmi les Y/ les trans- 
formations V|/, Va/, . . ., Vp/ telles qu'entre A/ et elles il n'existe 
pas de relations linéaires, et que les V/ restants Vp^,/, Y^xft •••? 
Vr/ puissent s'exprimer linéairement à l'aide des V/ choisis et 
de A/. Il faudra nécessairement qu'on aito < n. Ecrivons les rela- 
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lions qui lient le» S2Conds V/aiix premiers 

IVp4-j/= I-l;i4-l,|Vi/-HlX3+nV5/-h...4-|JLiH.?Vp/-hVpf.,A/, 
VpH-t/= f^^-l-î,|Vi/-f- |Xp^î,îV,/-+-. . .-+- ÎIp+t.pVp/-+- Vp-H, A/, 
Vr/ =îlr,l ViZ-hj!;.., V,/-h...-f-fir,p Vp/-4-V^ A/, 

les [JL, V étant des fonctions des x. 

Nous voulons démontrer que les [x sont des intégrales de l'équa- 
tion donnée. En effet, si Ton remplace dans la première des 
équations {'^) / par o>,, Wj, . . . , cu/,_i, en S3 rappelant que 

Atoi = Atuj = . , . = Aa>rt_| = o, 
il >ienl 



(3) 



/ Vp-HiWi = |Xp+.|,jV,tO, -4- IJLj*.,,,V|tO, -f-...-4- îXpH_,,pVpU),, 

( Vp-H,ai,,_, = îip-Hi,|Via>„ .,^- (A34-i,jVjto„_i-+-...-+-fXp4-i,pVpCo,,_,. 



Or, d'après l'hypothèse faite relativement à V|/, V^/, . . . , Vp/, 
la matrice 

V|W| ... Vptfji 



V| w„ 



VpW/,- 



a certainement pour caractéristique p (avec p^/« — i). En effet, 
s'il n'en était pas ainsi, entre les éléments dei diverses lignes 
de la matrice il devrait exister une même relation linéaire 

«iViW/H- a|Viw/-h. . .-4- apVpa>/= o (*=i,...,n — i); 

c'est-à-dire que les w/ seraient intégrales de l'équation 
«1 V,/4- a,V,/-+-. . .+ apVp/= o; 

le premier membre de cette équation ne pourrait différer de \/ 
que par un facteur : 

aiV,/4-a,\V-.,.+ apVp/=pA/, 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 11 résulte de là que, parmi les 
équations (3), nous pourrons en choisir p qui soient résolubles 
par rapport aux [x. Leur résolution donne les [x comme fonctions 
des V(o, qui sont d'ailleurs des intégrales de notre équation; les [jl 
sont donc aussi des intégrales de l'équation (i). (c. q. f, d.) 
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Dans le cas où /i = 3, nous pouvons donner de ce fait une 
démonstration différenle. Alors, p peut être égal à 2 ou à i. 
Supposons d'abord p = 2. Les trajectoires de A/ sont des lignes 
de l'espace à trois dimensions. Soient 

(4) o{x,jr,z)=a, ^{^,y,x)=à 

les équations des trajectoires, ou des caractéristiques de l'équa- 
tion A/= o, et désignons par Ò0, 8|, 82 les variations dues res- 
pectivement aux transformations A/^ V|/, Va/. Nous savons que 
la transformation A/ fait simplement mouvoir un point quelconque 
sur celle des caractéristiques qui passe par ce point : les con- 
stantes a et b des équations (4) ne varient donc pas par TelFet 
de A/, et l'on a : SqO = o, 3o^ = o. V</au contraire laisse l'équa- 
tion (i) invariante et transforme la caractéristique <p = ût, »]/ = 6 
en la caractéristique ç = a-f-S|a, •| = 6-f-5|6. De même V-j/ 
change f = «, i{^ = 6 en «p = a -f- Sj a , «^ = 6 4- 82 6. On a donc : 
0,0 = ôiûE, 8<iJ^ = 8| 6; S20 == 62^, OaJ^ = 826, ou en développant 

(6) / _ro,a?+ ^6,7+^0,^ = 0,6, 

|^o,x + ^o.7+-To.. = o,6. 

Ay, V|/, V2/ne sont liés par aucune relation linéaire; cela \eul 
dire que les trois tangentes aux trajectoires passant par un mémr 
point ne sont pas dans un même plan, ou encore que le déter- 
minant 

80^7 Oo^ ^qZ I 

^ % % 

Ol^ Oi^ 0|<3 

^iX Oj7 OiZ 

n'est pas nul. Chacun des deux précédents systèmes est donc 
résoluble; en désignant par Ç,, r,,, ?Ç,, Ç^:, r^^, ^2 certaines fonc- 
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lions des hx, 8^, 5^, on obtient 

g = Ci Si a -4- Ç, 8,a, g = ç. 8, 6 + $, 8, 6, 

^ =TfiiOia-i-Ti,8,a, ^ =TQ,8i6-t-T„8,6, 

2 = Çi ôi a -h 2;, 8,a ; g = Ç^ 8, 6 -^ Ç, 8,6. 



Le déterminant 



8i6 Ofb 



est difl'érent de zéro, car, s'il était nul, 



les dérivées ^> ^> -r^ seraient proportionnelles à j^9 j^> j^> cl 

par suite les deux équations o = a, tj^ = 6 représenteraient une 
inéine surface, ou deux surfaces sans points communs, ce qui est 
impossible, leur ensemble définissant une ligne. 

Supposons alors qu'on ait une autre transformation V/. 
Puisque, entre quatre expressions de la forme V/, à trois 
variables, il y a toujours une relation linéaire, on aura 

V/=.a,V,/H-îi,\V-f-vA/. 
Si donc nous désignons par S les variations dues à Y/y il vient 

8-S = [Jl| 8i 5 -4- [Jlî 5j 5 -h V Oo -5 . 

Multiplions ces relations respectivement par i^, ^, -2 et ajou- 
tons-les, en tenant compte de (5); on obtient 

oo = ^i8ia + [jL|8]a. 
De même 

ôij/ = îi|8|ô H- [li^ib. 

Pour que l'équation donnée admette la transformation V/, les os, 
ù'I doivent être deux constantes oa, S6, et Ton a 

8a = |jLi8ia -H (it^ia, 86 = fii8i6 + [it8s6. 



Puisque le déterminant K* . / 
^ I ùiù 8,6 



est différent de zéro, nous 



pouvons résoudre ces équations par rapport à [jL| et y.2 qui seront 
des fonctions de 8|a, 8|6, ^%a, 826, ou seront des quantités 
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constantes le long d'une trajectoire, ou enfîn seront des intégrales 
de Téquation (i). (c. q. f. d.) 

Supposons maintenant p =: i . Nous avons alors une seule trans- 
formation infinitésimale indépendante de A/, Si Vf en est une 
autre, soit V/= [x ¥4/+ v A/, on aura 

V(o = fiVito, 
et, par suite, tout comme dans le cas précédent, 

8a = fiOia, ùb=yLùiù et [1=^— = --7, 

en sorte que [x est constant le long de toute trajectoire. 

Revenons au cas général. Nous voulons démontrer que toute 
transformation \/ ayant la forme 

(7) V/=iiiVi/+...4-iipVp/-i-vA/, 

où les [X sont des intégrales de A/== o, laisse invariante Téquation 
A/=o. 

Remplaçons en effet dans (7)/ par W| ; comme on a 

Ato/= o, 

il vient 

Vci),= [jii Via>/-+-. . .-f- (XpVpO)/; 

ainsi VcO| est une fonction d'intégrales de A/=o; elle est par 
suite une intégrale de cette équation, et celle-ci admet la transfor- 
mation vy. 

Voyons les avantages qu'on peut tirer des résultats établis. 
Supposons qu'on connaisse un certain nombre de transformations 
infinitésimales qui laissent l'équation invariante, et un certain 
nombre d'intégrales indépendantes w^, (U2, ... de cette équation. 
Nous pouvons aJors former de nouvelles transformations qui lais- 
sent l'équation invariante, et trouver de nouvelles intégrales. 
Pour avoir de nouvelles transformations, on fera usage des paren- 
thèses, et pour avoir de nouvelles intégrales, on observera que 
V,w,-, V2W/, ... sont des intégrales dont certaines pourront être 
indépendantes de celles déjà connues. Avec les transformations et 
les intégrales que nous connaissons, nous formerons, à l'aide de 
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la formule (7), de nouvelles expressions V/, et ainsi de suite. 
Cela ne veut pas dire que nous arriverons à la complète intégra- 
tion de l'équation. Toutefois nous arriverons à trouver certains V/ 
et certains co tels que toutes les parenthèses (V|V*)/ soient expri- 
mables linéairement à l'aide des V/, et que les V/wjt soient expri- 
mables à l'aide des w, les \f et A/ étant indépendants. 



X. — Multiplicateur de Jacobi. 

i^ar multiplicateur de Jacobi de l'équation A/= o, on entend 
une fonction M des variables x telle que M A/ soit le déterminant 
fonctionnel de /et de {n — 1) intégrales indépendantes, c'est- 
à-dire tel (|ue 

Ce multiplicateur est une généralisation du facteur intégrant 
<rEuler. En effet, si M est un multiplicateur de l'équation 

on devra avoir par définition 

\ dx OyI Ox Oy ôy Ox* 



<roù 



M X = — > M Y = » 

Oy ox 



c*ii sorte que M est un facteur intégrant de l'équation 

Y dx — X dy = o, 

équivalente à (2). 

De la relation (1) on déduit 

D[X|, ...,ar,i| D[ir,,...,x„_,J 

Le multiplicateur M a des propriétés importantes. 
D'abord, il n'est pas unique, car il j a une infinité de systèmes 
d'intégrales indépendantes. 
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Soit M un multiplicateur distinct de M; on aura 

coi, ..., (u,i_j étant un autre système d'intégrales indépendantes. 
Or les (u sont des fonctions des w. Donc: 

M A/'= ^ [/^^»^ ..., (0,1-1 ] D[/,cO|, ...,a>,i-|] 



Il en résulte que 



M D[(«)t, ...,to„_,] 



Ce déterminant fonctionnel est une fonction des (o, et est par suite 
une intégrale. Donc : 

Le rapport de deux multiplicateurs est une intégrale de 
V équation. 

Réciproquement le produit d'un multiplicateur par une 
intégrale est encore un multiplicateur. 

En effet, si M est un multiplicateur et X une intégrale, obser- 
vons que X est une fonction des w et écrivons 

(Uj = / \doii (*), 0)2= b>j, 

il en résultera 



w«_i= W/.-i; 



Par suite 



D[h)l, .. .,co,t-i] _ ^ __ ^ 



D[/,t^i,».«^0/i-i] ^ D [ /(Oj,..., (0/1-1 ] D[/,(Oi,...,(o,,-i] _. 5^ lyi ^ i- 
D[a:,,jr,, ...,ar„] D[/, (o,, . . ., io«-,] D[ari, a:,, . . ., a:«] -^^ 

ce qui prouve que XM est un multiplicateur. 

Si, à l'équation considérée, nous appliquons une transforma- 
tion x'f = /i{x)j la connaissance d'un multiplicateur de l'équation 



(') Il est entendu que rintégration est faite en considérant (o, comme seule 
variable. 

V. 12 
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enlraînc la connaissance d'un multiplicateur de l'équation trans- 
formée. En ellet, si nous connaissons (n — i) intégrales de l'équation 
donnée, en leur appliquant la transformation, nous obtiendrons 
autant d'intégrales de l'équation transformée. Ayant donc posé 

,_ D[/, cDj, . . .,(o„-i] _ D[/. toi, ...,a)/,-i] D[ar;, ...,x;,] 



D[X,,T2, ...,X„] D[X\,X\, ...,07'^] D[ar,, ...,Xn]' 



on aura 

D[/, CDi, .. , ton-l] , 
D[x\,x^, ...,^«J ' 



par suite, comme A'/^ A/*, 



M _ D(ar') _ M 



M' D(a:) D(x') 

D(x) 

Donc, si l'on connaît M, on en déduit immédiatement M', comme 
nous l'avions dit. 

Les multiplicateurs de Jacobi satisfont à l'équation 

-h — - -+-... -H -^^1 — — =0, 
ôxi OXn, 

et réciproquement toute intégrale de cette équation est an 
multiplicateur. 

Nous omettrons, pour abréger, la démonstration de cette pro- 
priété. 

Voyons maintenant comment la théorie du multiplicateur se 
relie à celle des transformations infinitésimales. En généralisant un 
théorème déjà connu (n°lll, 2* Partie), nous pouvons démontrer 
que: si nous connaissons (n — 1) transformations infinitési- 
males 

qui laissent invariante une équation 

un multiplicateur de cette équation est donné par l'inverse du 
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'79 



déterminant 



A = 



X, 



Xi 



U- 



M ;«-i,2 



x„ 



Ç/î-l,'* 



En ellet, multiplions A par le délermlnanl fonctionnel 









dtùx 






àXn-x 




D[(.>,. . 

D[x„. 


..,(0„_,] _ 












II 


àXn-\ 


àXn 



dbin- 



diùn 



dxi 
o 



àXn- 



rt-l 
O 



ÙXa 

1 



Cette multiplication exécutée par lignes donne, en tenant compte 
de ce (jue les w sont des intégrales de l'équation donnée et en se 
rappelant que les V/wa sont des intégrales de cette équation, 



o 



o 
V,to, 



Vrt-iWi V«_itDi 



o 
Vito,,- 



V/i_iO)„_| Ç/»-J,/i 



ou encore X^û, û étant une fonction d'intégrales, et par suite une 
intégrale. On a donc 



D[tO|, 



.,U),t_, 



= x,iu, 



et, par comparaison avec la dernière des relations (3), on recon- 
naît que -û est un multiplicateur. Comme û est une intégrale, 
- sera aussi un multiplicateur. (c. q. f. d.) 
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XI. — Interprétation géométrique du multiplicateur. 
Limitons-nous au cas d'une équation à trois variables 

•^ àx dy dz 

admettant les transformations infinitésimales 

Nous aurons (n" X) 

X Y Z 



I 
M 



U r., ç 



Si l'on désigne par ùt une quantité infiniment petite, des éléments 
linéaires des trajectoires correspondant à A/, V|/, \ a/ issues d'un 
point, auront pour projections, suivant les axes, respectivement 

X8^ Y S/, Z8/, 

?î5/, Ti,8/, C,8/; 

par suite le volume du parallélépipède, dont les trois arêtes cou- 
courantes sont les trois éléments considérés, sera -tj-- Gomme o/=* 

est un facteur constant, on peut donc dire que le multiplicateur INI 
exprime l'inverse du volume du susdit parallélépipède. 

Si 0" est Faire de la section normale à l'arête de longueur 
2/ y/X** -i- Y* -f- Z^, on a encore 

aSr/X«-+-Y«-+-Z«= ^i. 
M 

Soient/?o,^i,^2 les points (a7,y,z),(j7-h$,ô/, ...),(x-|-$2 5/, ...). 
Pi le quatrième sommet du parallélogramme construit sur poPi 
et P0P2 comme côtés. Menons par po dans le plan du parallélo- 
gramme une courbe fermée quelconque C. Nous pouvons démon- 
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irer que le rapport de l'aire du parallélogramme à l'aire comprise 
à rintérieur de la courbe C est constant quand le point p^ décrit 
la trajectoire Xq. 

En effet, si />(jr 4- ^J^^y 4- 5y, z-\-ùz) est un point quelconque 
du plan considéré, on a 

Si l'on déplace p^ le long de Xq {fig' 3), ^i, p^ décriront deux tra- 

Fig. 3. 




jecloires X|, X^; si [X| et 5x2 sont constants le long de Xq, ou sont 
des intégrales de l'équation, p se déplacera le long d'une trajec- 
toire X. 

Alors, des équations écrites, on déduit aisément que si p est un 
autre point qui se déplace le long d'une trajectoire X, le triangle 
PoPP se conserve semblable à lui-même, et de là résulte immé- 
diatement le résultat voulu. 

D'après cela, au lieu du parallélépipède, nous pouvons consi- 
dérer une sorte de tube ayant pour directrice une courbe fermée 
quelconque C passant par p^ et située dans le plan PqP\ PiPzi et 
ayant pour génératrices les trajectoires passant par les points de C. 
Il résulte de ce que nous avons dit que le rapport du volume du 
parallélépipède à celui de la partie du tube comprise entre deux 
sections consécutives est constant, et par suite représente une 
intégrale. Conséquemment aussi, l'inverse du volume de cette 
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partie du tube est un multiplicateur. Or, ce volume est le produit 
de la section normale du tube par ^X* -t- Y^* -f- Z'** 8/. Donc : 
l'inverse du produit de la section droite d'un tube infinitésimal 
formé par des trajectoires par y/X^-h Y^-f-Z^* est un multiplica- 
teur de Jacobi. 

Exemple. — Considérons ce que, en Hydrodynamique, on 

appelle le mouvement stationnaire d'un fluide incompressible 

(mouvement dans lequel les vitesses sont indépendantes du temps). 

Nous avons 

dx _ dy _^ dz 

T ^ T " T' 

X, Y, Z étant des fonctions de j:, y, z. Les trajectoires sont les 
lignes décrites par les particules du fluide. La quantité de liquide 
qui passe à travers une section dans un temps donné est con- 
stante. Si T est l'aire d'une section, la vitesse du liquide étant 

v/XM^Th^^, on a 

T v/X«-T- Y«-hZ« = const. 

Par suite le multiplicateur M est aussi constant. 

On réussit donc par ce moyen à trouver un multiplicateur de 
l'équation 

ox oy ùz 

La relation connue 

devient alors 



dx dy ' dz 



ÔX ôY dZ 
ox ôy dz 

qui n'est autre que l'équation d'incompressibilité de l'Hydrody- 
namique. 
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XII. — Avantages qu'on tire, pour l'intégration d'une équation 
différentielle, de la connaissance des transformations infinitési- 
males qui laissent l'équation invariante. 

Si nous nous limitons au cas de trois variables, nous pouvons 
supposer qu'on connaisse une seule transformation infinitésimale, 
ou qu'on en connaisse deux. 

Supposons d'abord qu'on connaisse la seule transformation V/ 
laissant invariante l'équation A./=: o. On a 

(V.A)/=XA/, 

relation qui exprime que les équations Ay= o, V/=o forment 
un système complet. Ce système admet une intégrale f(x^y,z), 
en sorte que l'équation 

(i) -^dx -^-2. dy -h -^ dz =o 

^ ' àx dy -^ âz 



doit avoir lieu en même temps que A«p = o, Vîp = o. Donc 



dx dy dz 
X Y Z 



L'intégrale de cette équation aux différentielles totales est inté- 
grale du système compiei; le problème de l'intégration se réduit 
donc à l'intégration de deux équations différentielles ordinaires 
du premier ordre. 

Mais cette intégration peut encore être simplifiée, c'est-à-dire 
qu'elle peut être réduite, à des quadratures près, à l'intégration 
d'une seule équation différentielle du premier ordre à deux va- 
riables. 

Les éléments linéaires de la surface 

^{x,y,z) =o 

satisfont à l'équation (2). Coupons cette surface par un plan 
(3) z — x-hay, 
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OÙ a esl une constante. Nous obtenons une famille de lignes planes 
dont Téquation diflerentielle s'obtiendra en éliminant z et dz entre 
l'équation (2) et les équations 

5 = X -+- ay^ dz •= dx -^ ady. 
Soit 

^/(jr.^K, a ^ = const. 

Tintégrale de cette équation difTérentielle. Nous aurons alors 

Ainsi, par l'intégration d'une équation diflerentielle du premier 
ordre à deux variables, nous a\ons obtenu l'intégrale du système 
complet A/=o, V/=o, ou une intégrale de l'équation pro- 
posée A/= o. Il reste à trouver une autre intégrale de celle 
équation. 

A cet efl*et, introduisons ^ comme nouvelle variable à la place 
de 5, et marquons l'cfl^et produit par cette substitution, en surli- 
gnant les symboles où elle est effectuée. Nous aurons, comme on 
sait, 

comme A/= o admet la transformation infinitésimale \fs 
== — =^ sera un facteur intégrant de l'équation y^dy — Xdx = o, 

ATQ I Ç 

en sorte que cette dernière équation s'intègre par quadratures. En 
introduisant dans l'intégrale obtenue, à la place de ï>, son expres- 
sion en x^y^ 5, on obtiendra la seconde intégrale cherchée. 

Vu lieu du plan (3) on en peut prendre d'autres, par exemple 
y = j: -+- a, réduisant ainsi l'équation (2) à une équation entre x 
et 2. 

Exemple. — L'équation 
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admet la transformation infinitésimale 

^ dx ^ ôy Oz ' 

L'équation (2), dans ce cas, devient 

dx dy dz 

x^-^y^-\-yz x^'-^y^ — xz xz -^yz 
X y z 

ou, en développant et simplifiant, 

xz dx -\-yz dy — (x*-^ y-) dz = 0. 

Posons 

y = x-i-a, dy = dx] 

nous obtenons 

(2x -h a)zdx^(^x^-h lax -h a^) dz = o; 
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les variables se séparent immédiatement, et l'intégrale de cette 
équation est 

^•>.x*'^ lax -i- a* 



= const. 



( I ) En général, toute équation 



A/^X.^^-H...-.X„ 



f)x. 



dans laquelle Xp ..., \„ sont des fonctions homogènes du même degré, admet 
la transformation par similitude , 



En eiïet, on a 



•' ' OXy '*'• 



Ox,, 



(VA)/='f(VX.-A...)|;=|Tfg..-X..)^; 

/=1 ' 1 = 1 \a = 1 * / 

or, en désignant par m le degré commun des X., on a, d'après le théorème 
d'Euler, 






donc 



c^X; 

(V..\)/^(m-,)A/. 
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Remplaçons a par y — x^ el nous aurons Fi ntégra le du sys- 
tème Ay= o, V/= o : 



Posons '— = cp, cl éliminons 2. Nous obtenons 

en sorte que l'équation 

(a?«-4-^'-*- - ^3c^-\-y^) dy — ( j-'-hj^' s/x'^-^y^) dx =■ o 

admet le facteur intégrant 

En la multipliant par M, on Técril 

( o -+- ,^ ) dy—fo , ^ ) rfx 

= rf Iog[(^ — ar)<p -h v/x*4-^«] = o. 
L'intégration est immédiate ; elle donne 



y/a:» -4-^« -+- (^ — a- ) © = const. 

En remplaçant » par son expression, on a la seconde intégrale 
de Téquation proposée 

^/îïTjî^.+r!:^]. ou i^ii±Zf^+^_^]. 

Supposons maintenant que Ton connaisse deux transformations 
infinitésimales V</, Vj/ admises par l'équation donnée. Il y a lieu 
de distinguer deux cas, selon qu'entre A/, V,/, V,/ il n'existe 
aucune relation linéaire, ou qu'il existe une telle relation. 
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Considérons le premier cas. Comme entre quatre transforma- 
lions infinitésimales, il y a certainement une relation linéaire, on 
aura 

(4) (V„ V,)/= fx, V,/-4- ix,V,/-+- V A/. 

La transformation (V|,V2)/laisse invariante l'équation; doncjji, 
et [1.2 sont des intégrales, et V|jjL|, V| [/o, VatXi, V2JÌ.2 sont aussi 
des intégrales; nous sommes, par suite, à même, sans aucune inté- 
gration, d'obtenir ces intégrales. Mais nous savons qu'il ne peut y 
avoir que deux intégrales indépendantes. Si donc, parmi ces inté- 
grales, il y en a deux indépendantes, le problème de l'intégration 
est résolu. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Si [jli, [Xo ne sont pas des 
( onstantes, nous connaissons sans intégration une intégrale, soit y ; 
les autres intégrales susdites seront des fonctions de «p, et nous 
pouvons poser V|'^ = û,(cp). Va 'f =: Û2('f)- Écrivons alors 

W7=Û2(?)V,/-û,(?)v^. 

L'équation admettra la transformation W/. En effet, on a 

(W, A)/= (û,(cp)V„a)/- (û,(:p)V„ a)/. 

Comme nous savons qu'en général 

(cpX,Y)/ = cp(X.Y)/-X/Ycp, 

nous aurons actuellement 

(W,A)/=û,(Q>)(V„A)/-\VAû,(cp)-û,(<p)(V,A)/-hV^Aû,(cp). 

Or 

A<p = o, Aû,(cp) = o Aû,(cp) = o, (ViA)/=X,A/ (V,A)/=X,A/. 

Donc 

(W,A)/=X:A/, 

ce qui justifie notre affirmation. 

En outre, W'^ = o, en sorte que 'f est une intégrale commune 
à A/*= o et à Wy = o; en introduisant o comme nouvelle va- 
riable indépendante, ces deux équations se réduisent à AJ = o, 
Wy = o et ne portent plus que sur deux variables, x et y. Nous 
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avons donc à intégrer Téquation A/= o, qui admet la transfor- 
mation infinitésimale W/, puisque (W, \)j= k A/. On voit 
donc, d'après tout cela, que le problème se réduit à des quadra- 
tures. 

Supposons que jx, et 5x2 soient des constantes et soit d'abord 

D'après (4), on a 

<5) (V„V,)/=vA/. 



Comme 

(6) 



( V„ A)/= X, A/, ( V„ A)/= X, A/, 



il s'ensuit que A/=o, V|/=o forment un système complet et, 
par suite, admettent une intégrale commune, soit o; en sorte que 
A© = o, V|Çp = o. En outre, d'après (4) et (5), 

o = (V», V,)? = V, V,cp - V.Vi^p = V, V,9, 

0= (V„A)cp = V,Acp- AV,ç =-AV,o, 

et il résulte de là que Vj'f est intégrale du système complet consi- 
déré. Donc 

V,?=û(?), 

et nous pouvons, comme on l'a observé en une autre occasion, 
faire figurer, au lieu de çp, une autre intégrale telle que ¥3^ = 1. 
D'après cela, pour trouver '^, on a à intégrer le système 

A(p=ro, V,9 = o, V,9 = i. 
Eu égard à l'identité 



dx 



^r 



nous aurons 



c'est-à-dire 



f/çp 





dx dy dz do 






X Y Z 


= 0, 




$1 rit Cs I 




X Y Z 




dx dy dz 


?1 TÌ1 îl 


— 


X Y Z 


u 


r,t Cî 




U ri 


1 ^1 



= 0, 
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d'où Ton tire 




Nous avons donc Tinlégrale o par deux quadratures. En permu- 
tant ensuite \i/ et V2/, nous obtenons une autre intégrale •}, en 
sorte qu'à l'aide de quatre quadratures nous formons les deux 
intégrales indépendantes cherchées. 

Supposons que les constantes [jL| et 5x2 ne soient pas nulles 
toutes deux; posons jjl, = c<, [x^^ Ca, et soit C| ^ o. Faisons 



t)i/=ciV,/^-c-,V,/, 






d'où 



-A/ 



(t)i, t),)/ = (V„ V,)/= c» V|/^ c,V,/-i-vA/= l!)»/- 

11 est donc loisible de supposer C| = i, {2=0; d'où 
(V„V,)/=V,/4-vA/. 

Alors encore Ay*=o, Vi/=o forment un système compiei, el 
l'on peut procéder comme précédemment. Soit o l'intégrale du 
système complet; on a 



(V|, Vj)<p = 



V|V,o = 0, 



de manière que Va© est intégrale de Vjy*=o. Puis on trouve» 
comme plus haut, W ^'^ =^ o, c'est-à-dire que V^cp est intégrale 
de A/= o. On a donc 

et l'on peut faire en sorte que Va© = i ; on achève la détermina- 
tion de îp comme dans le cas où [jL| = jjia = o. 

Dans ce cas toutefois, nous ne pouvons pas permuter Vi/et Va/, 
mais on arrive à réduire le système à avoir une variable de moins 
en introduisant © comme nouvelle variable. On voit donc que le 
problème se résout encore par de simples quadratures. 

Il reste à examiner le cas où il existe une relation linéaire 



igo DEIXIEMK PARTIE. 

e 11 Ire \t/, y 2/} A/". Si cette relation est 
V,/=fx,Vj/+vA/, 

la fonction [jl, est, comme nous le savons, une intégrale de l'équa- 
tion Ay*=o, en sorte que A[jL| = o; elle ne peut d'ailleurs se 
réduire à une constante, car, sinon, Yt/ et Vj/" pourraient être 
regardés comme une même transformation. Posons [J^i = ©; on a 

A«p = 0; 

en outre V|?p est encore une intégrale de l'équation X/=o. Si 
cetle intégrale ne se réduit pas a une constante et si elle est indé- 
pendante de 'f , nous avons obtenu les deux intégrales cherchées. 
Si au contraire V< f est constante ou fonction de y, on introduira o 
comme nouvelle variable au lieu de 3; on aura 

Si V|0^ o, la transformation Vtf se réduit à une transforma- 
tion portant sur J7 et j^ et laissant invariante l'équation A/*= o; 
par suite cette équation s'intègre par quadratures. 

\u contraire, si V| 'f ^ o, nous devons procédera l'intégration 
de l'équation à deux variables \/= o; c'est le seule cas du pro- 
blème que nous considérons pour lequel l'intégration ne se 
ramène pas aux quadratures. 

En résumé, on voit que, si Ton connaît deux transformations 
infinitésimales qui laissent invariante une équation à trois variables, 
le problème de l'intégration de cette équation se ramène à de 
simples quadratures, sauf dans un cas où il est en outre nécessaire 
d'intégrer une équation différentielle du premier ordre à deux 
variables. 

Premier exemple. — L'équation 
admet les deux transformations 
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puisque (V|, A)/^ (V2, A)/^ o. Les trois expressions linéaires 
^/^ V|/, V2/ sont indépendantes, car le déterminant de leurs 
coefficients n'est pas identiquement nul. On trouve ensuite 

donc est une intégrale, et il en est de même de l'expres- 
sion plus simple 

11 vient de suite : V|Ç^2, Vacp^o, en sorle que nous 
n'avons qu'une seule intégrale. 
Formons alors 

W/eV,9V,/-ViçV,/^-'2V,/,^ 

et posons plus simplement 

W/ = V,/. 

En introduisant dans A/ et Va/ la variable cp au lieu de z, nous 
aurons 

On obtient, pour l'équation différentielle 

Ix — — — 2h-2J djr — (y — 7.x -^'^)dx =z Oy 

le facteur intégrant 

M = 



IX — y— <p -h 2 



I en laissant de côté, pour simplifier, le facteur constant — • 

Après multiplication par M, l'équation s'écrit : 



^-Z_? 



1 1 



(dx— - dy] -{-dy = o. 
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Posons X — •=; . = '? nous aurons, en intégrant, 



r tdt 
J t-^i 



-\-jr =z consl., 

t -\-y — log(f -+-!)= consl. 

Revenons aux variables primitives '^ l -=. x — * ^ =z x — y — z : 

nous aurons 

X — -5 — log(jr — y — z -\- i)= coDSt. 

l^a seconde intégrale cherchée est donc 

^= X — z — log(a" — y — -5-Hi). 

Deuxième exemple, — L'équation 
admet les deux transformations 

pan*o que 

En calculant le déterminant des coefficients de ces trois expres- 
sions, on trouve qu'il est identiquement nul; il existe donc entre 
elles une relation linéaire, dont les coefficients sont proportion- 
nels aux mineurs complémentaires des éléments d'une ligne quel- 
conque de ce déterminant. On trouve ainsi 

\\f = ^x-ryz)yj-yKf. 

On peut dire immédiatement que '^ = x -^-yz est une intégrale 
de l'équation proposée. 

11 vient ensuite N % 'f = cp, en sorte que nous nous trouvons 
dans le cas où il est nécessaire d'intégrer une équation différen- 
tielle. Cette équation est 
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OU encore, sous forme d^équation différentielle ordinaire, 
(xcp — J-* — y^)dy — y^^— ')T)dx=^ G. 

Celle équation s'intègre par un artifice très simple; en posant 
xcp — j?2= /, elle se transforme en 

^i^yt)dy—ydt = Q, 

équation linéaire si Ton regarde y comme la variable indépen- 
dante; elle peut du reste s'écrire 

ydt — tfÎY , 

y- ' -^^•^ = ''' 

d'où Ton tire aussitôt l'intégrale 

t 

h r = coiisi. 

y " 

D'ailleurs / = a:ç — x'^^= x{x ■\- yz)^ x'-^ xyz^ en sorte que* 
nous avons les deux intégrales indépendantes de l'équalion pro- 
posée 

<p = a;-i-j^w, *)j — y -^ xz. 



V. 
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TRANSFORMATIONS DE CONTACT. 



I. — TransformationB de contact du plan. 
Considérons la transformation à deux variables 

OÙ X, Y sont deux fonctions indépendantes. Géométriquement, 
cette transformation représente une correspondance biunivoque 
entre les points de deux plans, le plan x^ y et le plan ^i,j^i, cor- 
respondance dans laquelle à un point correspond un point, et à 
une ligne correspond une ligne. Voyons comment on doit pro- 
céder, quand on connaît la tangente à une ligne, pour déterminer 
la tangente à la ligne correspondante. Soit j^=/(x) Téquation 
d'une ligne du premier plan ; à cette ligne correspondra, dans le 
second plan, la ligne d'équation j'i =/< {x^ ). Le problème revient 

à calculer jk'^ = -^ quand on connaît^' = --j^ . A cet effet, nous 

écrirons 

d\ â\ dY d\ , 

, _djr^ _d^ _ 0^ "^ ày ^ _ àx'^ dy ^' 
Ox dy ^ ôx dy ^ 

L'ensemble des trois équations 

ôx dy 

(2) x,= \{x,y), yi=y{xyy), Xi = ^j Û~, 

dx "dy^ 
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définit une transformation à trois variables x^y^y^ qui n'est au Ire 
que la transformation {i) prolongée (i""* Partie, n** 21). 

Nous pouvons vérifier directement la propriété que possède 
cette transformation de laisser invariante Téquation pfaffienne 
dy — y'rfj;= o. Il suffit d'écrire 

y 



dy,-^y.dr,= - dx-^ - dy-^—^^ fc ^^ 5^ ^y) 
D(X,Y) 



dx '^ ây ^ 



dx '^ ôy^ 

comme le premier facteur n'est pas identiquement nul, on peut 
écrire 

dyi —y, dxi= p(dy— y' dx ), 

avec p ^ o, et notre assertion se trouve justifiée. 

Notre transformation (2) change un point quelconque en un 
point; on peut donc dire qu'elle est ponctuelle; elle change un 
élément linéaire quelconque issu d'un point en un élément 
linéaire issu du point correspondant. Elle laisse en outre inva- 
riante la susdite équation pfaffienne. 

Réciproquement, toute transformation possédant ces deux pro- 
priétés a la forme (2). En effet, si une transformation change les 
éléments linéaires issus d'un même point en éléments linéaires 
issus d'un même point, les coordonnées a7|,j^i du point transformé 
doivent dépendre seulement de x, y, et non dey^ en sorte que la 
transformation devra avoir la forme 

(3) a^,= X(x,^), ri= Y(^,>';, y\ = P(:r,^,y). 

Pour qu'ensuite cette transformation change en elle-même 
l'équation pfaffienne connue, on doit avoir 

dyi—j\dxi = p(dy'-'y'dx) 
ou 
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d'où 



et par suite 





d\ 


àx 


-/ 


dx 




àj^ 


-V 


l) 


0\ 
dx 






àx 


' éP'' 



la transformation (3) coïncide donc avec une transforma li on {-i). 

Demandons-nous alors s^il existe d'autres transformations à deux 
variables possédant la seconde des propriétés énoncées, et non pas 
la première. 

Soit la transformation 

(4) a-,= X(j7,7,/), ^'1--= Y(jr,7,y), 7'i = i'(^,y,y)- 

Si, entre ces trois équations, nous éliminons r'ety^, nous pou- 
vons, suivant le cas, obtenir deux équations ou une seule. Suppo- 
sons d'abord qu'on en obtienne deux; en les résolvant par rap- 
port à j:,, j^,, on leur donne la forme Xx = ç(x,j'), yt = ri(j7,y), 
et l'on voit qu'à un poinl (x^y) correspond un point (^i,yi) * lî» 
transformation est du genre de celles qu'on a définies plus baut, 
c'est-à-dire qu'elle e%l ponctuelle. 

Considérons maintenant le cas plus général dans lequel l'élimi- 
nation àey' e\.y\ conduit à une seule équation 

'Mor,y,xx,yx) = o. 
Nous en déduisons 

^ àx dy '^ dxi <^J i 

Or, entre les différentielles dx, dy^ ctei, dyi, il ne peut exister 
qu'une seule relation, les variables elles-mêmes n'étant liées que 
par une relation; si donc nous voulons que la transformation sa- 
tisfasse à la condition 

clyi—y\iixi— p(dy—ydx) = o, 
celte relation doit se réduire à l'équation (5), quand on y a rem- 
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placé ^' Gly\ par leurs valeurs résultant de l'élimination susdite. 
Nous devons donc avoir 

dQ du dQ dQ 

àx __ ùy ^ âxi _^ àyt 

et, en éliminant p, 

dQ , dQ àQ , dQ 

àx '^ dy ' dxi ^ * dyt 

Les variables^, y', devront satisfaire à ces équations, en sorte 
que les trois équations 

dQ dQ dQ , dQ 

(6) û(^,r,^.,ri) = o, ^--4-7 ~=o, _-f-7,^ = o 

représentent, sous forme implicite, la transformation cherchée. 
Les conditions à vérifier sont que la première et la seconde équa- 
tion soient résolubles par rapport k x^^y^ et pareillement que la 
première et la troisième soient résolubles par rapport à x, y. 

Nous allons démontrer que, réciproquement, les transforma- 
tions de la forme (6) laissent invariante l'équation pfaffienne. 
Différentions la première des équations (6); il vient 

dQ , dQ ^ dQ j dQ . 

dx dy -^ dxx dfi -^ 

OU, en tenant compte des deux équations (6) 

.dià, dQ . , àQ . dQ . 

-y Ty "^""^Ty "^y-y^ w^ '^w^ "^^^ = ^' 



ou encore 



ou enfin 



j^(^r-y^^)-+- ^(^jKi-rW^i) = o> 



dQ 

dyi—y\dxx = ^ {dy^y'dx). 

àFi 

Notre assertion est ainsi justifiée. 
Nous voyons donc que, en dehors des transformations pone- 
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liielies prolongées, 11 existe une infinité d'autres transformations 
qui laissent invariante l'équation pfaffienne considérée. Ces trans- 
formations sont dites trans Jorma lions de contact; elles com- 
j)rennenl comme cas particulier les transformations ponctuelles 
prolongées. 

Kxprimons analjtiquement les conditions de résolubilité énon- 
cécs plus haut. La première condition équivaut à ce que le déter- 
minant 

I "^ ^ 



ÒX ÙX\ 



-+-r 



i)yOj\ OxOy^ 



-^y 



OyOyi 



ne soit pas identiquement nul. Si l'on substitue d y idi va- 
dû 

leur r-- , ce déterminant s'écrit 

oii 





ÔQ 
Ox, 


OQ 

oyi 




ày Ox Oxi ÓX dy dxi Oy dx dyi ôx dy dy\ 


ou encorcî 


OQ OQ 
Ox Oy 
OQ ôiQ O^Q 






Oxx OxOxi OyOxi 






OQ O^Q O^Q 








Oyi dxdyi OyOy^ 





Comme ce déterminant ne change pas quand on permute x 
et Tt^ y et j^i, il faut et il suffit qu'il ne soit pas identiquement 
nul pour que les deux conditions de résolubilité soient satisfaites, 
et pour que l'équation Û = o donne naissance à une transforma- 
tion de contact. 

Remarquons après cela qu'on a les deux théorèmes suivants 
faciles à démontrer: 

1° Le produit de deux transformations de contact est 
à son tour une transformation de contact; 
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a** Vinverse d'une transformation de contact est encore 
une transformation de contact, 

V oyons quelle est la signification géomélrique des transforma- 
tions de contact. 

On dit que le système des équations 

(7) *(^,r»r')=^o» ^"{3c,y,y)=o 
satisfait à Féquation pfaffienne 

(8) kctx-^lidy-i-Cfty = o 

quand cette équation (8) est conséquence des équations (7) el 
des équations 

(9) </«^ = o, d^' = o. 

Par exemple, un système qui satisfait manifestement à l'équa- 
tion pfaffienne 

(10) dy — y' dx = o 
est celui-ci : 

(m) a? = const., ^ = const.: 

un autre est le suivant, où /(^) est une fonction quelconque 
dérivable : 

(la) ^— /(ar)=o, y— /'(a:)=o. 

Réciproquement il n'existe que ces deux seuls types vérifiant 
l'équation (10). Supposons qu'un système (7) satisfasse à cette 
équation. Si ^, ^ ne contiennent pas y ^ le système rentre dans 
le type (11). Si, au contraire, ils contiennent y', l'élimination 
de j^ donne une équation a>(a:,j^) = o. Si celle-ci ne contient 
pas j^, elle a la forme x = const., et, d'après (10), j'= const. ; on 
retombe encore sur le type (11). Si l'équation w(j?,j')= o con- 
tient y^ nous pouvons la mettre sous la forme 

7— /(j?) = o, «l'on dy —f'ix)dx = iy, 
qui, d'après (10), donne 

y-/'(^)=o, 

en sorte que le système est du type (12). 
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Géométriquement, le système (ii) représente un point, ou, 
pour mieux dire, l'ensemble des oo* éléments linéaires issus d'un 
point; le système (12) représente l'ensemble des 00* éléments 
linéaires dont se compose la courbe j^ = /'(x). 

L'un et l'autre systèmes représentent ce qu'on appelle une 
variété simplement infinie d'éléments linéaires^ variété que 
nous désignerons par M|. Nous pouvons ainsi définir une M| 
comme un ensemble simplement infini d'éléments linéaires satis- 
faisant à l'équation (10). Toutes les lignes du plan sont des M|, 
excepté les droites parallèles à l'axe des y, lesquelles échappent 
à la définition des variétés d'éléments linéaires ; mais nous verrons 
que cette exception est seulement apparente, car elle disparaît par 
l'introduction du système des cordonnées homogènes. 

Montrons qu'il n'existe pas d'équation pfaffienne (en dehors de 
celle qui a été considérée), satisfaite par tous les éléments linéaires 
du plan. Soit en effet l'équation (8), dans laquelle A, B, G sont 
des fonctions de j?, y^ y\ supposée vérifiée par tous les éléments 
d'une ligne quelconque du plan. Si^* =/(x) est l'équation de la 
ligne, l'ensemble de ses éléments sera représenté par les équa- 
tions (12), et l'équation (8) devra être conséquence des équa- 
tions (12) et de 

dy'-^f'{x)dx — o, dy^f'{r)dx= o. 

Nous devrons donc avoir 

A-*-B/(ar)-+-C/'(ar) = o ou A-hBy-t-G/'(j') = o, 

quel que soit/. D'où 

G = O, A -+- B/ = G. 

L'équation (8) devient alors ^{dy — y'dx)=^ o^ qui coïncide 
avec (10). (c. Q. F. D.) 

Une transformation de contact change toute M| en une M|. 
En effet, puisque toute transformation de contact, par définition, 
laisse invariante l'équation (10), elle doit transformer toute M| 
en un ensemble de 00* éléments satisfaisante l'équation (10), c'est- 
à-dire en une M|. 

Réciproquement, si une transformation change toute Mi en 
une M|, puisque l'unique équation à laquelle satisfont les Mi est 
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réqualion (lo), la transformation doit changer réquation (lo) en 
elie-méine, c'est-à-dire qu'elle doit être une transformation de 
contact. Donc: 

Les Iransjormations de contact sont exclusivement toutes 
les Iransjormations qui changent les variétés M| d* un plan 
en variétés M| de Vautre plan. 

Exemples, — Comme exemple des transformations que nous 
avons appelées /?o/ic/«/e//(?5, nous citerons la transformation par 
rayons vecteurs réciproques. 

Étant donné un point fixe O du plan, pour avoir le transformé 
d'un point donné P de coordonnées (j7, y), on mène OP et sur 
cette direction on prend le point P de coordonnées (j:i,yi)de 
telle sorte qu'on ait 





0P' = 


I 
ÔP' 




On a donc 










^* II-* — ' 


et 


f - ^ 


On tire de là 


""^-^y^- x^-^y^ 


y yi 




X 


ir. — _ 


y . 



Calculons j^'j. Il vient de suite 

, ^^ ^ ^^y—{^^—y^)y\ 

y^ dxx (xi—y^)-^'xxyy'' 

Donnons maintenant quelques exemple de transformations de 
contact qui ne soient pas ponctuelles. 

Considérons d'abord la transformation dite par dilatation, 
qui transforme toute courbe en une courbe parallèle. Soit u la 
distance (constante) d'un point à son transformé; nous avons 

{Xi — xy-h{yi-y)^=u^, 

en sorte que les équations (5) deviennent 

{xi — x)-^y(yi—y)=o, (a-i— ^)-4-y,(ri— r)=o- 

Ces équations expriment que la dilatation a lieu suivant la normale 
aux courbes. 
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Soîl (^oï/o) un point quelconque; puisque nous avons 

(a?i — a:o)*-^(7i— ro)'= w^ 

nous voyons que la variété des éléments issus de ce point se change 
en la variété constituée par les oc* éléments linéaires d'un cercle 
ayant son centre en ce même point. 

Considérons encore la transformation par polaires réci- 
proques, et, pour prendre un cas simple, supposons que la 
courbe fondamentale soit le cercle :r-H-j'^= i. L'équation de la 
polaire d'un point (x, y) est 

xxx-i-yy\ — \ = o; 

nous en déduisons, en dérivant successivement par rapport à x 

et à Xi, 

xi-^y^t = o, X -^y\y = o. 

Nous avons en outre 

Xidx -^ y\dy -\- xdxx-^ydyx = o, 

qui, eu égard aux précédentes équations, devient 

y{dyx^ y\dxx)^ yi{dy —y dx)=^ o; 

si donc dy — ydx = o, il s'ensuit que dyi — y\ dxx = o, c'est- 
à-dire que la transformation change l'équation pfaffienne en elle- 
même. 

En général, les transformations de contact qui ne sont pas du 
premier type changent les points en lignes, mais la réciproque 
n'est pas vraie, comme on le vérifie aisément. 

Rappelons qu'une transformation de contact qui n'est pas 
déduite d'une transformation ponctuelle par prolongement peut 
se mettre sous la forme 

da ,dQ àÙ , dQ 

û(.r,r,^i,ri)=o, -+^-=o, _-^y._=o; 

examinons la signification géométrique de la condition de résolu- 
bilité par rapport à Xx^yx. Si nous considérons le point (xi,yi) 
du second plan, sa transformée dans le premier plan sera la 
couTheQ(x,y,Xx,yx)^= o, A l'ensemble des oo^ points du second 
plan correspondra dans le premier la famille doublement infinie des 
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courbes û = o, où 4?i, V| sont regardés comme paramètres. Or. 
ceci ne peut advenir quand les deux premières équations ne soni 
pas résolubles par rapport à Xi,yi . En effet, dans ce cas, il résulUî 
de ces deux équations une relation de la forme H(x,^, j^) = o, 
relation qui est une équation différentielle du premier ordre, 
y étant fonction de x : l'équation û = o est l'intégrale de celle 
équation pour un système quelconque de valeurs de Xt^y^. Mais 
rintégrale générale d'une telle équation est constituée par une 
famille oo' de courbes; donc, si le système n'est pas résoluble, aux 
points du second plan correspondent dans le premier oo* courbes, 
en sorte qu'il n'existe pas une correspondance biunivoque entre 
les M| des deux plans. La résolubililé est donc une condition 
nécessaire. 

Réciproquement, si nous avons dans le premier plan une 
famille oo^ de courbes qui correspondent biunivoquemenl aux x- 
points du second plan, il existe certainement une transformation 
de contact par laquelle les points de ce plan se changent en 
courbes du premier. En effet, soit la famille de courbes 
F(a:,j^, a, b) = o, où a et 6 sont des paramètres; elle correspond 
à l'ensemble des points du second plan, en sorte que a et 6 se 
présentent sous la forme a = o(Xi,yi)j b = '}(^i7j'i)> et ces rela- 
tions sont résolubles par rapport k Xx^ y^. Pour avoir la transfor- 
mation de contact, il suffit de former l'équation 

ou 

et notre assertion se trouve vérifiée. 

Il convient de considérer les transformations de contact d\iu 
autre point de vue. 
Supposons qu'on ait 

x = xit), y=y{t), y=p(t)\ 

en faisant varier t d'une manière continue, nous avons oo* élé- 
ments; sous quelles conditions l'ensemble de ces éléments sera- 
t-il une variété d* éléments dans le sens que nous avons donné 
à ce terme? 

Considérons les éléments correspondant aux valeurs f et / -h A^ 
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du paramétre, et calculons la distance du point (x -+- A^, y -\- ùij) 
à la droite qui contient le premier de ces éléments. L'équation 
de cette droite étant 

la distance cherchée est 

y' \t — Ar 



/l-4-y* 



mais ICI 



Ix = -7- dt -h a =z dx -^ oiy \y = -^ dt -^ ^ = dy -h ^, 

a et ^ étant des infiniment petits d'ordre supérieur; on a donc 



= 



__ y dar — dy -^ v'a — p 



/i-+-y 



et cette distance est en général infiniment petite du premier ordre. 
Mais siydx — dy = o^ celte distance est au contraire un infini- 
ment petit d'ordre supérieur. Donc les variétés oo* d'éléments se 
distinguent des autres ensembles oo* d'éléments en ce que la 
distance d'un élément au point de départ de l'élément infiniment 
voisin est un infiniment petit d'ordre supérieur au premier. Nous 
dirons que deux éléments sont unis lorsqu'il existe entre eux 
une telle relation. Dès lors, dans une M| les éléments infini- 
ment voisins sont unis, et nous pouvons donner cette définition : 

Les transformations de contact sont les transformations qui 
changent les éléments unis en éléments unis. 

Supposons maintenant qu'on ait dans le plan deux courbes 
tangentes entre elles et appliquons-leur une transformation de 
contact; elles se changeront en deux courbes ou en une courbe et 
un point. Comme deux courbes tangentes entre elles ont un élé- 
ment commun, leurs transformées devront avoir un élément 
commun, et devront donc être tangentes entre elles (de là le nom 
de transformation de contact). Si une des courbes se transforme 
en un point, ce point devra se trouver sur la transformée de 
l'autre courbe. 

Examinons comment s'effectue la transformation d'une courbe 
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en une courbe. Nous allons voir que la trans jor niée d^une 
courbe est V enveloppe des transformées de ses points. 

Il suffirait, pour l'établir, de considérations synthétiques très 
simples; mais nous préférons procéder analytiquement. Soit dans 
le premier plan la courbe o(.r,jK) = o. Sa transformée dans le 
second plan se trouve en éliminant J7, >, r' entre les équations 

ii{x,y,x„y,)=o, -+j._ = o. o(x.^)=o, ^+^^=0. 

D'autre part, û = o étant la courbe du second plan correspondant 
au point (Xjy) du premier pian, pour trouver Tenveloppe des 
courbes correspondant aux points de la ligne çp(a:,y)= o, nous 
devrons éliminer Xj y entre les équations 

(>i2 dû, dy 
où 



1^ 


dû. 


dx "" 


0, 




dy 
dx ~ 


fio 





Dès lors, les deux problèmes sont identiques. 

Entre les fonctions avec lesquelles se forme une transformation 
de contact, il existe des relations remarquables. 
Soit une transformation de contact 

(i3) xi = \{x,y,y), yi = \(x,y,y), y\ = P(x,y,y). 

Faisons voir qu'il existe une relation nécessaire et suffisante pour 
que les équations (i3) représentent une transformation de contact. 
A cet eflfet, il convient d'introduire un nouveau symbole. Soit z 
une fonction des variables J7|, x^, ..., ^/i; désignons par /?i, 
/>2, ..., p,i les dérivées partielles de z par rapport aux x. Nous 
poserons, par définition ; 



(14) 






Ces expressions sont dites parenthèses de Jacobi. Il est évident 
que, si F = ^, la parenthèse est nulle, et que, si l'on permute F 
et ^, la parenthèse change de signe. Les parenthèses de Jacobi 
sont une généralisation des parenthèses de Poisson dont on se 
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rappelle la définition 






el dans lesquelles les F, ^ sont supposés fonctions des seuls x. 

Si les F et ^ sont des fonctions de x, y, y, la relation (i4) 
donne 

^ '^~ dy\()x '^^ ôy ) ôy' \óx "^-^ ôy ) ' 

D'autre pari, la condition pour que les équations (i3) représentent 
une transformation de contact est 

(i\ -Pd\ = p{dy — / dx) 
ou 

^dx-^-dy^-,dy 
On en déduit 



el, par suite. 



ôx 


ÓX 


-y 


ày 


0\ 

ày 


1 


d\ 


ù\ 





ôy dy' 



ou encore 

ou enfin 
(16) 






' \òx ^ oy ) ôy' \ôx "^ 



ô\\ 



[X, Y] = o. 



Réciproquement, si la relation (16) a lieu entre deux fonc- 
tions X, Y, on peut trouver une fonction P qui, jointe à X, Y, 
définit une transformation de contact. 
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En effet, la relation (i6) est la condition pour que les équa- 
tions (i5) soient compatibles ou pour qu'il existe des fonctions P 
et p qui y satisfassent. Nous déduisons de ces équations 

i)\ o\ 

— , — I — , — ii. 

Oy oy 

Il n'y a qu*un cas où ces équations ne déterminent pas P, c'est 
celui où 

ày' 



Ox -^ ôy 



o, -T-, 



xMais, de la seconde de ces relations, il résulterait que X ne con- 
tiendrait pas y\ et que par suite la première relation exigerait 



dx 






= o; 



\ se réduirait donc à une constante, ce qui ne peut être. Ainsi, 
P se trouve déterminé d'une manière unique. 

i^a fonction p est aussi déterminée et n'est pas identiquement 
nulle. En effet, si elle était nulle, on aurait simultanément 



0\ 

Ox 


Ox Oy 


— P 


o\ _ 

Oy " 




"^=". 


roi 


S déterminants de la matrice 










ÔX 


à\ 
Ox 












0\ 

ày 

0\ 







seraient nuls ; alors X, Y ne seraient pas indépendants, et ce cas a 
été exclu. 

Nous avons ainsi démontré notre théorème. 

Cherchons maintenant une autre relation entre les fonctions X, 
Y, P. A cet effet, écrivons notre équation habituelle comme il suit : 

c^[Y-PX] + \dV = p(dy^ydx); 



TRANSFORMATIONS DB CONTACT. UO9 

de là résulte immédiatement l'existence d^ une autre transformation 
de contact 

a7, = -P, j.,= Y-PX, y, = X; 

pour cette transformation, la relation analogue à la relation (i 6) sera 

[-P, Y — PX] = o 

ou 

_[P,Y] + [P,PX]=o 
ou enfin 

(17) [P, Y] = P[P, X]. 

Arrivons enfin au lien qui unit la théorie des transformations de 
contact à celle des équations di (Ferenti elles. Soit Téquation dille- 
rentielle 

(18) y{T,y,y) = o; 

supposons qu'on sache trouver deux fonctions X, Y de x, y, y^ 
liées par la relation 

[X, YJ = o, 

et telles qu'on puisse mettre l'équation (18) sous la forme 

Y-^(X) = o. 
Puisque 

[X, Y-ç(X)] = [X, Y]-[X,ç(X)] = [X, Y]-ç'(X)[X,XJ = o, 

les équations 

:r,= X, j^,= Y-cp(X) 

définissent une transformation de contact. Aux points de l'axe 
des Xi du plan (^i,^i), c'est-à-dire aux points J7| = c, j^, = o, 
correspond dans le plan {x^ y) la variété M| définie par 

(19) X = c, Y-ç(X) = o. 

En éliminant j^ entre les équations (19), on obtient l'équation 
d'une famille simplement infinie de courbes; comme les éléments 
de toutes ces courbes satisfont à la seconde des équations (19), 
laquelle n'est autre que l'équation (18), la famille de courbes 
trouvée forme l'ensemble des courbes intégrales de l'équation 
proposée. 

D'après cela, si l'on sait trouver X, Y, pour intégrer l'équa- 
V. i4 
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tion (18), il suffira d'écrire les équations (19) et d'éliminer^'' 
entre elles. Donc : 

L'intégration (Tune équation F(j7,y,^) = o équivaut à la 
recherche d'une transformation de contact a7| = X, yi = Y, 
permettant de mettre V équation sous lajormey^ — cp(a7| ) = o. 



II. — Transformations de contact de l'espace à trois dimensions. 

Soit la transformation 

(i) Xx = \(x,Y,z), y\=^{x,y,z\ Xi^Z(x,y,x), 

Désignons par p el q les dérivées partielles de z (considéré 
comme fonction de x^y) par rapport à x^y] par/>i et q^ celles 
de ^1 par rapport à J7|, y,. En supposant que ar, y^ z soient les 
coordonnées d'un point d'une surface z =f(^x^y)^ les dérivées /?, q 
déterminent le plan tangent en ce point ; on peut donc dire que 
les quantités x^y^z^p^ q définissent un élément superficiel dans 
l'espace S des points (a:, ^, z); cet élément passe par le point 
(07, j^, 2) et est situé dans le plan mené par ce point perpendicu- 
lairement à la droite de cosinus directeurs ^ — , ^ — , 
— I 



Nous avons 



(2) dz — p dx — qdy = o, 

dzi^pxdxx—q\dyx^o ou dZ^ pid\ —ÇidY = o. 

Comme x ely sont indépendants, il ne peut exister entre dx, 
dy, dz qu'une seule relation ; on doit donc avoir 

dZ—pidX — çidY s p(dz—p dx — qdy), 
ou, en développant les différentielles 



(3) 



dZ 
dz 


-Pi 


ôz 


-q\ 


'Tz - 


p; 




dZ 
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-Pi 


dX 
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à\ 
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pi> 



ffL dX c)Y 
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En éliminant p, on obtient 

dZ dZ fdX dX\ /dY d\\ 

dZ dZ /d\ d\\ /d\ dY\ 

dp-^^di =^« (tjF -^^ âïj ^^« [ô^'^'^di)' 

Ces équations sont résolubles par rapporta /7| et Çt, En effet, 
si l'on avait 

dx P dz dx P dz 

dy ^ dz dy ^ dz 

ou 

D[X,Y] D[X,Y1 D[X.Y] __ 

comme X, Y ne contiennent pas/?, y, il en résulterait que 

D[X,Y 1_ D[X.Y1 D[X,Y] _ 

Df^,j'] -''' D[z,y] -^' D[x,z] ~^' 

et X, Y ne seraient pas indépendants, contrairement à l'hypo- 
thèse. 

Les équations (3) déterminent donc complètement /7| , q^ en 
fonction de x^y^ z^p^q \ 

(4) p\- P(a:,j^, *,/>,7), çi = Q(^,ri '»»/'» y); 

p s'en déduit aussi, bien déterminé et différent de zéro, car, dans 
le cas contraire, X, Y, Z ne seraient pas indépendants, et les 
équations (i) ne représenteraient pas une transformation. 

Les équations (i) et (4) réunies définissent une ^ra/i^/orma^w/i 
ponctuelle prolongée y qui laisse invariante l'équation pfaf- 
fienne (2)^ et qui transforme les éléments superficiels passant par 
un point de l'espace, en éléments superficiels passant par un point 
d'un autre espace. 

En dehors des transformations ponctuelles prolongées, il existe 
d'autres transformations qui changent les éléments de surface en 
éléments de surface (mais non pas toujours les éléments apparte- 
nant à un point en éléments appartenant à un point), et qui 
laissent invariante l'équation pfaffienne (2). On les nomme trans- 
Jormations de contact. 



2 la TROISIÈME PARTIE. 

Soit une transformation portant sur x^y^ z, /?, q, c'est-à-dire 
une transformation d'éléments superficiels 

xt = X{x,y,z,p,q), yi = y{x,y,z,p,ç), z, = Z{x,y,z,p,q), 



(5) , 

supposons qu'elle laisse invariante l'équation (2). 

En éliminant p ci q entre les équations (5), nous pouvons 
obtenir une, deux ou trois équations ; c'est-à-dire qu'entre les a?, 
y, z et les X|,yi, Z|, il peut exister une, deux ou trois relations. 

S'il en existe trois, on a une transformation de la forme (i), (4), 
soit une transformation ponctuelle prolongée. 

S'il existe une seule relation 

il ne devra aussi exister qu'une relation entre les différentielles des 
variables. L'équation 

dzi—pidxi — qi{fyi — p{€lz—pdx — qdy) = o 

devra donc coïncider avec l'équation 

, , dû , dQ . OQ . ÔQ , dQ , dQ , 

et l'on aura 

dQ dQ dQ dQ dQ ôQ 

dx _^ dy ^ dz __ dxx __ dyx __ dz\ 

L'élimination de p donne les quatre équations 
/ dQ dQ dQ dQ 

\-di -^P Tz =^' 15^ ^^ 57 =^» 

(8) I ^ 

^ ^ \ dQ dQ dQ dQ 



dz, ' dyx ^' dx 



Ces équations, jointes à (6), donnent, dans le cas considéré, les 
cinq équations qui définissent la transjormation de contact. 
Elles présentent sur les équations (5) certains avantages : elles 
représentent seulement des transformations de contact, et non des 
transformations quelconques, et en outre elles sont symétriques 
par rapport ò^x^y^ z et ^1 , ^'i , 5| . 

Réciproquement, quelle que soit l'équation Û = o, pourvu que 
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l'ensemble de cette équation et des deux premières équations (8) 
soit résoluble par rapport à x^ y, z^ et que l'ensemble de cette 
équation et des deux dernières équations (8) le soit par rapport 
à ^î^Xm ^ij les cinq équations (6) et (8) représentent une trans- 
formation de contact. En effet, de l'équation (7), on déduit, en 
tenant compte de (8), 

■^ {— p dx — q dy -^ dz) -^ -^ {— Pidx^ — qxdyi-^ dzx)= o\ 

cette relation montre que la transformation laisse invariante l'èqua- 

dQ 

tion pfaffienne (2); p a pour valeur —» 

dzi 
Il nous reste à considérer le cas dans lequel l'élimination de p 

et q entre les équations (5) conduit à deux équations 
(9) "'(^,^1 -5» ^uyu -1) = o, or{x,y, z, XuyuZi) = o. 

On déduit alors de ces équations 

ûfû'=o, ûfû'=o. 

Comme la relation 

dzi — p\dxi — qidyx — ^{dz — pdx — q dy) = o 

doit être conséquence des équations (9), son premier membre sera 

une fonction linéaire de dO! et de rfû'', c'est-à-dire qu'il aura la 

forme 

VdQ'-^-Vdor, 
Par suite 

ox ox _ ày ày __ àz ^^ _ . 

P^ "" P^ "" ^^^^ * 

d'où, en éliminant p, 



dx ÓX ôy dy 
__ ^ 

I ^' 

(10) 



oz oz ôz oz 



^ ôxi ôXi _ oyx dyx 

ozi ozi dZi Ozi 
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Si l'on élimine p entre les équations (lo), on obtient trois équa- 
tions qui, jointes aux équations (9), définissent la transformation 
de contact du type considéré. 

Réciproquement, étant données deux équations ( 9 ) quelconques, 
si Ton suppose seulement que ces équations, jointes à celles qui 
s'en déduisent par le système 't;orrespondant (10) d'où l'on a éli- 

V 
miné p y soient résolubles tant par rapport à a?, j', z que par rap- 
port à ^ff^n^i) on déduit de ces équations une transformation 
de contact. 

Introduisons maintenant la notion de variété d'éléments. Trois 
équations entre x^y^ z, p, q 

(11) L(ar,^,z,/>, 5r) = o, M(a7,^, >5, />, ^) = o, N(a7,x, -,/?, ç) = o 

représentent une double infinité d'éléments plans de l'espace. 
Nous dirons que le système (11) satisfait à l'équation pfaf- 
fienne (2) quand cette équation est une conséquence des équa- 
tions (11) et des équations 

(12) rfL = o, rfM = o, ûfN = o. 

Une double infinité d'éléments satisfaisant à l'équation (2) est 
appelée une variété d'éléments et se désigne par M2. 

En éliminant /?, q entre les équations (11), nous pouvons obtenir 
une, deux ou trois équations. 

Si nous n'obtenons qu'une équation ^(a7,y, z) = o, le sys- 
tème (11) prend la forme 

(i3) * = o, Ur = o, e = o, 

V et étant des fonctions de x^y^ z, /?, q, et le système (12) 
devient 

d^ = 0, d^ = o, de = o. 

Or, ûW et dB contiennent dp et rfy, tandis que ces différen- 
tielles ne figurent pas dans (2). Donc, si le système (i3) satisfait 
3(2), cette dernière équation doit être simplement une consé- 
quence des équations (i3) et de l'équation rf^ = o, c'est-à-dire 
qu'elle doit coïncider avec cette dernière en vertu des èqua- 
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•2l5 



lions (i3). Ainsi 








âx 
- P 


dy dz 
-y- I ' 


d'où 








•Si 
dz 


dz 



Mais ces formules sont celles qui déterminent la disposition du 
plan tangent à la surface ^ = o. On voit donc que, dans le cas 
considéré, les oo^ éléments ne sont autres que les points de la sur- 
face ^ := o avec les plans tangents correspondants. En d'autres 
termes, la variété est constituée actuellement par les oo^ éléments 
plans d'une surface. 

Supposons maintenant qu'en éliminant p el q entre les équa- 
tions (il), on obtienne deux équations 



('4) 



<t>=o, V = o; 



le système (i i) prendra la forme 

<ï> = o, V = o, 8 = 0, 

6 étant fonction de x^y^ z^p^ q. En raisonnant comme tout à 
l'heure, on reconnaît que le premier membre de l'équation (a) 
doit être une combinaison linéaire de e/^, dN^^ en sorte qu'on 
aura 

p q —X 

d^ à^ r)<t> 

(i5) dx dy dz 

dW dW dW^ 

dx dy dz 

Les deux équations ^ = o, V = o représentent deux surfaces, 
et les dérivées partielles de ^ et T sont proportionnelles aux co- 
sinus directeurs des normales à ces surfaces au point (^7, ^, z), 
tandis que p, q, — i sont proportionnels aux cosinus directeurs 
de la perpendiculaire à l'élément superficiel {x^y^z^ p^ q). 
L'équation (i5) exprime que ces trois droites sont dans un même 
plan, ce qui revient à dire que l'élément considéré passe par la 
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tangente à la ligne (i4)* Donc, dans le cas actuel, la M2 est con- 
stituée par tous les éléments plans passant par les tangentes à une 
courbe; on a 00* tangentes par chacune desquelles passent »* élé- 
ments plans. 

Considérons enfin le troisième cas, dans lequel L, M, N ne 
contiennent pas /> et ^. Les équations (11) représentent alors, si 
elles sont résolubles par rapport à a:, y, z, un point, et par suile 
la double infinité des éléments appartenant à ce point. La variété 
est donc une étoile de plans considérés comme éléments superfi- 
ciels du centre de l'étoile. 

En résumé, nous avons trois types de variétés M2 d'éléments : 
les 00* éléments plans d'une surface ; les 00* éléments plans conte- 
nant les tangentes à une ligne de l'espace; les 00^ éléments plans 
appartenant à un point. 

En général, une transformation de contact change une variété 
d'un type en une variété d'un autre type. 

Il convient de signaler les exceptions suivantes : l'ensemble des 
plans tangents à une surface .cylindrique ayant ses génératrices 
parallèles à l'axe des 5, et l'ensemble des plans contenant une 
droite parallèle à l'axe des ^. Ces ensembles, nous ne pouvons pour 
le moment les considérer comme des M2, parce que une au moins 
des coordonnées de leurs éléments est infinie. Nous verrons plus 
loin comment, par l'emploi des coordonnées homogènes, on fait 
disparaître ces exceptions, dues à ce que nous traitons les trois 
coordonnées cartésiennes d'une manière dissymétrique, en consi- 
dérant l'une d'elles, 5, comme fonction des deux autres x^y. 

Démontrons maintenant que : 

La seule équation pjaffienne satisfaite par toutes les Ma est 
V équation (2). 

En efl*et, considérons en particulier la variété M2 fournie par 
tous les plans tangents à une surface quelconque d'équation 
^(^,^, ^) = o. Cette équation peut s'écrire z — ç(j-,^) = o, 
car, d'après ce qui a été dit tout à l'heure, z y entre nécessaire- 
ment; il s'ensuit que p — ^ = o, y — ^- =0. Soit alors l'équa- 
tion pfaffienne 

Xdx-hBdy-h Cdz-^- Ddp-h Edq = 0. 
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Nous devrions avoir 



Xdx-hBdy-^ G(/> dx-^- q dy)-^DÏÇldx -h ^^ djy\ 
c'est-à-dire 

quel que soit ^ . II en résulterait 

A4-C/> = o, B-4-G7 = o, D = o, E = o, 

en sorte que notre équation pfaffienne serait 
C{dz—pdx — qd}r)= o^ 

et coïnciderait avec (2). 

D'après cela, il est aisé de démontrer, tout comme on l'a fait 
pour les transformations dans le plan, que : 

Les transjormations de contact sont exclusivement toutes les 
transjormations qui changent une Ma quelconque en une M2. 

Si l'on a 00* éléments plans dépendant d'un paramètre t 

x = x(t), y=y{t), z = z{t), p=p{t), q^q{t), 

la distance du point de paramètre t -^ ^t k l'élément de para- 
mètre t est en général infiniment petite du premier ordre par 
rapport à A^; elle n'est d'ordre supérieur que si 

. ^v dz dx dy 

et, dans ce cas, on dit que les éléments ^ et / H- A/ sont unis. 

Alors, si parmi les 00^ éléments d'une M2 nous en choisissons 
une simple infinité, en considérant les ^,y, z, /?, q comme fonc- 
tions d'un paramètre /, nous aurons pour les éléments de cette 
simple infinité 

(17) dx=-£dt, ...; 
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et, puisque pour tous les éléments de la M^ l'équation (2) est 
satisfaite, en vertu des relations (17), l'équation (16) sera aussi 
satisfaite. Donc: Les éléments contigus d^une M2 sont unis. Par 
suite aussi : 

Une transformation de contact est une transformation qui 
change les éléments unis en éléments unis. 

Voyons maintenant comment se transforment les entités géomé- 
triques par une transformation de contact. 

Considérons d'abord les transformations ponctuelles prolongées. 
Elles transforment un point en un point, par suite une étoile de 
plans en une étoile de plans, une ligne en une ligne, une surface 
en une surface ; plus brièvement, elles transforment une M2 en 
une M2 de même espèce. 

En second lieu, considérons les transformations du deuxième 
type, c'est-à-dire engendrées par une seule relation 

En appliquant à un point x = aj y= b, z=.c une telle transfor- 
mation, on obtient manifestement une surface 

Mais la réciproque n'est pas vraie : une surface ne se trouve pas 
toujours transformée en un point. Pour le mieux voir, supposons 
qu'on ait la surface cp(a7,y, 2) = o. Les équations de la M2 formée 
par ses plans tangents seront 

(,8) <p = o, g-H^g=o, g-f.yg=o. 

En éliminant a?, y^ Zy p, q entre ces équations et les cinq équa- 
tions (6), (8) qui définissent la transformation, nous obtenons 
trois équations entre 071 , y I , «i,/?o yi. L'élimination à&p^ etqri 
conduit ensuite à l'équation ou aux équations de l'entité trans- 
formée. On peut aussi éliminer d'abord />, q^ P\%qKi ce qui donne 
les équations 

dSl d<9 àQ dQ da d^ ÔQ do 

°' ^ **' dx àz dz dx **• dy dz dsdP~ "' 
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Si, entre elles, nous éliminons maintenant x^y^ Zj nous obtien- 
drons, en général, une seule équation en a7|, j^i, Z|, représentant 
la surface transformée. Ainsi, en général, une surface se change 
en une surface. Cette dernière surface aura en commun avec cha- 
cune des 00^ surfaces transformées des points de y = o, au moins 
un élément commun, c'est-à-dire qu'elle sera l'enveloppe de cette 
famille oo* de surfaces. D'ailleurs, il est aisé de voir que la 
méthode classique pour la recherche des enveloppes conduit pré- 
cisément aux équations mêmes que nous avons obtenues. 
Cherchons la transformée d'une ligne 

.\ cet effet nous devrons éliminer x, y, z, p, q entre les équations 
de la ligne et les quatre équations suivantes : 



U = o, 



dx 


dil 


d^ dSl 
Ty^'^Tz-''^ 




p q ^x 






d^ d^ d^ 
dx ây dz 


= o(0, 




d^ ô^ ()^ 
dx ày dz 




[juatre équations 


? 


? = 0, t^ = 0, 


Q=o, 




dQ dil dQ 
dx dy dz 






d^ <Hp <^9 
"dx dy dz 


= o; 






d^ d^ d^ 
dx dy dz 





on obtient donc en général une surface. 

n nous reste à examiner le troisième tjpe des transformations 
de contact, c'est-à-dire le type des transformations engendrées 
par deux équations (9). On voit de suite qu'un point se trans- 



es) Comme nous Tavons déjà vu, cette dernière équation exprime que les 
éléments de la M, sont les plans passant par les tangentes à la courbe. 
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forme en une ligne. Voyons ensuite en quoi se transforme une 
surface o(^, J^, z)= o. Des équations (lo) il résulte que 



p q —i 

dQ^ d^ d^ 

dx dy dz 

dQ' dOr dii' 



Oy 



dx dy àz 
et par suite, eu égard aux équations (i8), que 

En éliminant x, jk? z entre cette équation et les trois équations 
û'=:o, Û"=:o, ç = o, nous obtiendrons généralement une sur- 
face. Donc, en général, une surface se transforme en une surface. 
D'une manière analogue, on reconnaît que la transformée d'une 
ligne © = o, ^ = o est encore, en général, une surface; il suffit 
d'éliminer x^ y, z entre les quatre équations Û'== o, û^= o, ç = o, 
^ = o. 

Terminons encore par quelques aperçus sur les équations difTc- 
rentielles. 

Le problème de l'intégration d'une équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre 



(19) 



*(^iJ^,«i/'»9)=0 



consiste dans la recherche de tous les systèmes d'équations de la 

forme 

dY dF 

(20) z^F{x,y)=o, ;> — _=o, ^-_ = o, 

qui ont pour conséquence cette équation (19). Si l'on observe 
que tout système (20) satisfait à l'équation pfaffienne habituelle, 
on peut considérer ce problème comme un cas particulier du 
suivant: 

Rechercher tous les systèmes d'équations 

qui satisfont à l'équation (2) et dont l'équation (19) soit con- 
séquence. 
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Géométriquement, le problème peut être énoncé ainsi : 

Rechercher toutes les M2 dont les éléments appartiennent 
à V ensemble 00* des éléments définis par V équation (19). 

Le problème étant posé sous cette forme plus générale, non 
seulement nous comprenons, parmi les solutions, des Mj qui ne 
sont pas des surfaces, mais encore nous englobons le cas dans 
lequel l'équation (19) ne contient ni p ni y, c'est-à-dire se réduit 
à une équation entre x^ y^ z : dans ce cas, l'unique solution du 
problème est la surface représentée par l'équation (19) elle-même. 



III. — Transformations de contact' à un nombre quelconque 
de variables. 



Considérons l'équation pfaffienne 
(i) dz —^pidxi=2 0, 

/=! 

et soit W| (z, :r, /?)= o, W2(5, :r, />)= o, ..., un système 
d'équations qui y satisfasse. De ce système on devra déduire au 
moins une relation entre les x et z^ car, dans le cas contraire, 
l'équation (i) ne saurait subsister. Supposons que ce système 
donne lieu à (y H- i) relations entre les x et z : 

(2) l2i(if,a7)=o, 12,(5, a:)=o, ..., i2^+i(5, .r) = o; 

alors Téquation (1) devra coïncider avec l'équation 

pour des valeurs convenables des X; le système comprendra donc, 
outre les équations û>i=o, les équations qui s'obtiennent en éli- 
minant les )v entre les équations 

A=l h=l 
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Réciproquement, un système quelconque de cette forme, pounu 
que les équations (2) soit résolubles par rapport à z, Xi, . . ., x^, 
satisfait à l'équation (1); car nous pourrons résoudre (y + i) des 
relations (3) par rapport à A|, Xj, ..., Aç^i et introduire les 
expressions trouvées dans les relations non utilisées. Nous dési- 
gnerons par 

(4) V,(5,ar,jD) = o, ..., V„-^(z,ar,^)=o 

les équations obtenues par Télimination des X. Nous pouvons con- 
clure de là ce premier résultat : 

Les équations (2) et (4)^ auxquelles nous pouvons adjoindre 
des relations arbitraires entre les Zj x^ p (pourvu qu^ elles 
soient compatibles entre elles et avec les équations précédentes, 
et pourvu qu^ elles ne conduisent à aucune nouvelle relation 
entre les x et z seulement)^ donnent la Jorme générale des 
systèmes qui satisfont à V équation (i). 

L'élimination se fait immédiatement si les équations (2) sont 
résolues par rapport à x^ , x^t . . ., ^ç+i , 5, c'est-à-dire ont la forme 

^1— /l(^7->-lj . .•,^/ï)= O, ..., Xq — fq{Xq^u ,,.,Xn)=0, 

Alors les équations (4) deviennent 

àf àfx dfq ,, 

Posons 

Z--Xxpx—..,--XqPq=f^Pxfx — ptft — ...'^Pgfq 

les équations précédentes pourront s'écrire 

(5) { k = q 
Z = W -4- ^Pk^^k- 

k = \ 

Ici W est une fonction linéaire des/>i, ..., pq\ mais on peut 
démontrer que le système (5) satisfait à l'équation pfaffienne (1) 
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quelle que soit la fonction W de ^ç+i, ..., ^/i, P\i ..., Pq* En 
effet, la dernière des équations (5) donne 

k=q k = q k = n k = q 

A=l k-l Ar = «7-+-I k = i 

OU, en tenant compte des autres équations (5), 

k-n 

dz = / .Pkdxk', 
k-\ 

et l'on reconnaît l'équation (i). 

Si le système considéré comprend l'équation 5 = 0, l'ensemble 
des autres équations, desquelles naturellement on peut faire 
disparaître z, satisfait à l'équation pfaffienne 

i=.n 

2^Pidxi = o, 

Revenons au cas général, et supposons maintenant, dans (5)) 
que ^ = o; les équations (5) se réduisent à la forme 

dY 

(6) « — F(ar)=o, ;,^— _=o (1 = 1, 2,..., 71). 

Si un système de la forme (6) comprend une équation 

(7) V(z,ar,/>)=o, 
on devra avoir 

et, par suite, en dérivant par rapport à un quelconque des x^ 

'd^i'^Tz ôFf'^Zdâ^d^F^^i-'' (*-i,2, ...,/i), 
ce qui peut s'écrire, comme on le vérifie facilement, 
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En outre, des équations (6), i] résulte immédiatement que 

h = n 

A =1 
OU 

[^-F,V] = o. 
Donc: 

Si le système (6) comprend Véquation (7), il comprend 
aussi les équations 

Le symbole [V,/] peut être regardé comme représentant une 
transformation infinitésimale 

[V,/].x/-|s,|;.cg-|n,|,. 

1 = 1 1=1 

OÙ 

A=/i 






Les équations précédentes peuvent alors s'écrire 

et l'on peut dire (i>oir première Partie, n® IX) que 

Si le système (6) comprend l'équation (7), il admet la 
transformation infinitésimale [V, /]. 

Soit maintenant un système : V| = o, . . ., Yn+i = o, équivalent 
au système (6), et soit V = o une conséquence de ce système. 
Comme deux systèmes équivalents admettent les mêmes transfor- 
mations infinitésimales, on aura 

[V,Va]=o (A=i,...,/i-+-i). 

En particulier, on aura 

[Va, Va] = (A,A:«=i,2, ...,/n-i). 
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Supposons inversemenl qu'un système quelconque d'équations 

4>,(-S,X,/?) = ^m(z,X,p) = 

admette la propriété «que les équations 

[*/lr *a] = O (/l, A =1,2, ..., /w) 

soient conséquences du système lui-même. Si 
V/ = o (*•= 1,2, ..., m) 

<;st un système équivalent, il admettra les mêmes transformations 
infinitésimales que le système donné, c'est-à-dire que l'on aura 

[^h.^k] = o ou [Va,*a]=o: 

donc le système donné, et par suite tout autre système équivalent, 
admettra les transformations infinitésimales [^a»/]. Partant, on 
aura 

Donc 

Si un système <ï>/=o esl tel que les relations [^/i, ^>t]=o 
soient conséquences de ce système, et siWi=o est un sys- 
tème équivalent au premier, les relations [^h^ Wf(] = o sont 
aussi des conséquences du système. 

En particulier, si un système */ = o (/=i, ..., /i) est tel que les 
parenthèses [4>Aî *a] (A, A: = i,2,...,/i). s'annulent identique- 
ment, on dit que ce système est en involution. On peut conclure 
<jue : 

Tout système équivalent à un système en involution est 
aussi en involution. 

Nous avons vu que tous les systèmes de (n-i-i) équations qui 
satisfont à l'équation (i) peuvent être mis sous la forme (3), et 
que, réciproquement, tout système de cette forme satisfait à 
l'équation (i). Or, il est aisé de vérifier que toutes les parenthèses 
formées avec les équations du système (5) s'annulent en vertu du 
V. i5 
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système lul-inèine. On a en eflet 



L àpi dpj] 

r ()W /AVI 

[oW *v vvi ^W 

(i,y = I, 2, ...,y: A, A =7-4-1, ..., /i). 
Nous pouvons donc dire que : 

Pour tout système satisfaisant à r équation pfaffienne (i), 
les parenthèses formées avec les premiers membres des équa- 
tions du système s^innulent en vertu du système même, 

11 résulte de là que : 

Si un système ^i=^ ai {i =^ \ , i^ , . .^ n -\' \)^ oà les ai sont des 
constantes j satisfait à V équation (i) pour toutes les t^aleurs 
possibles des a, ce système est en involution. 

Car les parenthèses doivent s'annuler en vertu du système, et 
comme elles ne dépendent pas des a, elles doivent s'annuler iden- 
tiquement. 

Réciproquement, si un système est tel que les parenthèses for- 
mées avec les premiers membres de ses équations soient nulles en 
vertu du système lui-même, ce système satisfait à l'équation pfaf- 
fienne (i). 

Soit le système 

(S) <t>iiz,û[^,p) =o ( 1 = i,'2, ..., /n-i); 

les relations 

l*/i, ^k] = o (/i, A=i, 1, ...,/i-hi) 
sont des conséquences de ce système. 
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A supposer que le système ne contienne pas la variable z, en 
éliminant les yo, nous pourrons en déduire un certain nombre de 
relations indépendantes entre les x^ relations qu'il nous est loi- 
sible d'imaginer résolues par rapporta x^^ ./o, . . -, ^/ : 

I • 



en même temps, ce procédé d'élimination fournira {n — /-f-i) 
des /> exprimés au moyen des p restant et des x\ et, puisque les 
indices des p vont de i à /?, un au moins des indices de ces 
{n — /-hi) quantités p devra coïncider avec un des nombres 
I , ...,/; désignons donc ces // par/>/, /^z+i, . . ., Pn^ en sorte qu'on 
aura 

i Pi =^ '^tiPx Pf-i^^i, ...,^/i). 

(10) , 

' />«= ^/i(/>i, ...,iO/-i,.r, x«). 

Comme le système (9), (10) est équivalent au système (8), les 
parenthèses du nouveau système devront être nulles en vertu du 
système lui-même, et l'on devra avoir en particulier 

Mais, en calculant directement cette parenthèse, on trouve que 
sa valeur est i . Nous pouvons donc conclure qu'// est impossible 
que le système {^) ne contienne pas z. 

Dès lors, éliminons z entre les équations (8); nous obtiendrons 

(11) Wi(T,p) = o (1 = 1 n), 

et nous aurons comme conséquence du système (11) 
[^/oV)t]=o (/i,A- = i,...,/*). 

Il peut résulter des équations (11) un certain nombre de rela- 
tions entre les x seuls; appelons q ce nombre qui peut être ou 
n'être pas nul, et représentons ces relations par 

(12) Û,(x) = o Q,,{x) = o; 

notre procédé habituel d'élimination donnera alors {n — q) des p 
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SOUS la forme 

(•3) ' 

\ Pn =4^/1 (/>!, ...,^^, :r„ ....rr„). 

On peul remarquer immédiatement que les équations (i!^) ne 
peuvent entraîner aucune relation entre leso^^+i, . . ., jf„ seuls; en 
efll'et, s'il eiListait une telle relation 'f(:r^+i, ..., Xn)^ o, comme 
on a 



on devrait avoir 



Î=o (/i = y^i,...,/i), 



et l'équation cp = o se réduirait à une identité. 

Les équations (12) peuvent donc être résolues par rapport 

a ^1 , • . • j OCq ', 

Soit 
l'expression trouvée de 3 ; posons 

V = l V =1 

au moyen des équations (i3), (i4)) nous pouvons faire disparaître 
de ÎJ les variables ;r,, . . ., Xq^ Pq+i-i • • •> Pm et nous aurons 

(i5) '*" 2 ^^^^~ W(/?,, ,.,,pg,Xg^u •..,irn). 

V = l 

En outre, en vertu des équations (14)9 les équations (i 3) peuvent 
s'écrire 

( Pç-hi = ^q-i-iiPi, ' • -ìPqì ^q-hij . . .»^«)» 



(16) . 



[ Pn =^n (/>!, ••.,/>7, a?y+l, ..M^n)- 
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Les équations (i4)« (*5)i (>^^) 5*0^^^ équivaleules au sys- 
lème (8). 

On trouve alors 

[j-yi—^/ijOrA— oaJso (/i,A- := 1,-2, . .,7), 



(A = i, ...,<7), 



I «— 2 •^'/'v-- W,/>* — Oa =— (/?x— ^) (X: = ^-hi, ...,n). 

Comme les parenthèses doivent être toutes nulles en vertu du 
système, il résulte des deux dernières expressions que 

et alors les parenthèses qui restent sont aussi nulles. Le système 
se trouve donc mis sous la forme (5), et par suite il satisfait à 
Téquation (1). 

Nous pouvons conclure : 

Un système <ï>/ = o ( « = i , . . . , /i -h i ) satisfait à l ^équation ( i ) 
toutes les fois exclusivement que les parenthèses [<ï>/i, 4>a] sont 
toutes nulles, en vertu du système même (ou aussi,. en particu- 
lier, identiquement). 

En particulier : 

Un système 4>|= «/ (/ — 1 , . . ., /i -+- i), o/V les ai sont des con^ 
stantes, satisfait à V équation {\) pour des valeurs quelconques 
des ai lorsqu'il est en involution, et alors seulement. 

Si, m étant un nombre quelconque, un système 
*, = a/ (i = 1,2, . .., m) 

satisfait à l'équation (i) pour des valeurs quelconques des a,, le 
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premier membre de (i) doit être une combinaisoa linéaire des 
expressions rf4>|. Réciproquement, si m fonctions ^/satisfont iden- 
tiquement à une relation de la forme 



dz—^^ptdxi== 2 ^hd^h, 



X,, ...,X,„ étant des fonctions convenablement choisies, on voit 
tout d'abord que, parmi les ^, il y en aura au moins (/? -h i) indé- 
pendants, puisque la forme générale trouvée ci-dessus, des sys- 
tèmes de (/?-+- i) équations satisfaisant à (i), montre que ces 
équations sont toujours indépendantes; en second lieu, le sys- 
tème 4>|= rt/ satisfera à (i) pour des valeurs quelconques des ai\ el 
par suite, s'il contient précisément (//-hi) équations indépen- 
dantes, il sera en involution. 
Ainsi : 

Pour qu'on ait V identité 

rf« — \ Pi dxi = \ \u d^n , 

i-i A - 1 

il Jaut et il su j fit que les (n -\- î) /onctions 4>>i soient indépen- 
dantes et en involution. 

Les "k/t sont déterminés d'une manière unique par les équations 

A = n + 1 A = /f-4-t h=n-h\ 



A - 1 A = I A = I 



Le problème de l'intégration d'une équation 4>(5, jr, />) = o est 
compris dans le problème plus général suivant : 

Trouver tous les systèmes de{n -{-i) équations <Ï>a ( 3, a?, />) = o 
(/i=i,...,/i-4-i) qui satisfont à l'équation p/a/fienne (i) et 
qui comprennent l'équation 4> = o. 

Les intégrales ordinaires sont fournies par ceux de ces systèmes 
qui donnent une seule relHtion entre z et les .r. Si le système 
de (/i-hi) équations contient n constantes ai,a2, ..., a^ et si 
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l'élimination de ces constantes conduit à la seule équation <l> = o, 
la solution est dite complète. 

Introduisons maintenant les concepts géométriques habituels. 

Nous appellerons variété d'éléments M/ de l'espace à (/?-»- i) 
dimensions (-Ci, j^aj • • •? ^n^ 2) tout ensemble de ao' éléments tels 
que le système de (/? -h 1 — /) équations qui le représente satis- 
fasse à l'équation (i). 

Si l'on a 30* éléments 

on dit que l'élément ^et l'élément contigu ^ -h A/ sont unis quand 
la relation 

dz dx\ dxn 

est vérifiée. 

Une variété d^ éléments est un ensemble d'éléments tels que 
chacun est uni à tout élément qui en est infiniment voisin. 

Par suite : 

Chercher une solution d'une équation aux dérivées par-- 
tielles du premier ordre équivaut à répartir les 00*" éléments 
qui y satisfont en 00" variétés M,,. 

Une transformation 

V=Z(3, T,p), X'i= \i{Z, X, p), p'i= P,(^, X,p) 

(1 = I, 2, ..., /l) 

qui laisse invariante l'équation (i) est dite une transformation 
de contact. 

Pour que la transformation n'altère pas l'équation (i), on doit 
avoir 



(17) dZ 



t=n / t—n \ 

— 2 ^' ^^' ~ p ( ^^ ~" 2^' ^^^ ) ' 

1 = 1 \ i = \ / 

avec p ^ o. Car, si l'on avait p ^ o, il en résulterait 
âi-2^'-dï^=^' âï7,-Z^'â^=^' ôp-n'2à^'WH^''' 
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les déterminants de la matrice ^^, ' ^ seraient tous nuls, cl 

D[z,x.p] 

les Z, \ ne seraient pas indépendants. 

L'imerse de toute transformation de contact est une trans- 
formation de contact. 

Le produit de deux transformations de contact est une trans- 
formation de contact. 

On peut démontrer que, en dehors de Inéquation (i ), il n'existe 
aucune équation pfaffienne satisfaite par tous les systèmes de 
la forme (5). Il nous suffira de considérer ceux de ces systèmes 
pour lesquels 7 = 0, c'est-à-dire qui ont la forme 

vXi 

Soit alors 

I -r. n h =.11 

kdz-^ ^ B| dxj-h ^ Ca dph = o 

*=1 A=I 

une équation satisfaite par de tels systèmes; on devra avoir, en 
vertu du système, 

A r- i * = 1 



= O (i = I, 2, ..., n), 







Aàdxi 




1 = 1 


'/ «*»« 1 ^^ 


et 


par 


suite 












A^ h 

ÔXi 


B| 


h-n 
A = l 


' dx^ dxi 


ou 


1 encore 












Xdì-ì- 


B 


h = n 


1, —, ^— 



A = i 

Puisque ces relations doivent subsister quelle que soit la fonc- 
tion W, il faut que Ton ait 

A/>/-+rB/=o, C/=o (i = I, -a, ..., n), 

en sorte que Téquation proposée se réduit à l'équation (i). 

Il est clair, d'après la définition même des transformations de 
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contaci, que toute transformation de contact change une M/ en 
une M/. Réciproquement, une transformation qui change toute M/ 
en une M/ est une transformation de contact. Soit 2'= Z, x'^ = X,-, 
p^ = P| une telle transformation ; elle change par hj^pothèse la M« 

représentée par les équations z = W, /?/= ^ — en une autre M/, 

relative aux nouvelles variables; cette seconde M,, doit satisfaire à 
la transformée de l'équation (1); mais, puisqu'il n'existe, à part(i), 
aucune équation pfaffienne satisfaite par toutes les M,, de la forme 
considérée, la transformée de l'équation (i) devra simplement être 
Téquation (i) relative aux nouvelles variables, et la transformation 
sera une transformation de contact. Donc : 

// n'y a que tes transformations de contact qui changent un 
système quelconque satisfaisant à r équation (i) en un système 
de même nature. 

Enlre les (îi/i-hi) fonctions Z, X, P, qui satisfont à l'équa- 
tion (17), il existe certaines relations diflerentielles caractéris- 
tiques. 

Tout d'abord, d'après ce qui a été dit plus haut, le système des 
fonctions Z, X doit être en involution, c'est-à-dire qu'on doit 
avoir 

[Z, X/J =0, [X/, Xa] = (t, A^ = I, -2, ..., n). 
En outre, on peut écrire 



dZ 






en introduisant cette expression dans Téquation (17), on recon- 

naît que le système des fonctions Z — ^P/X/^ Pv+i> •••j P/i» 

Xi, ..., X^ doit être en involution. Si l'on tient compte de ce 
qu'au lieu des indices i , 2, . . ., y, on peut prendre qr indices quel- 
conques, on obtient 

[P/, P^] = o, [P„ X,.] = o (iVA-), [P,, Z] = PaP/, X,] 
(i, X: = i, 2, ..., n). 
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Les parenthèses [P/, X,] ont toutes une même valeur, qui esl 
précisément p. En effet, posons 



d'où 



Nous aurons 



A --ri 



v/s /s /s 



ou 



1 = 1 '^ 1 = 1 ^ ^ 1= \ 

v/s ^ v/s v/s 

-^ i/S i/S 



/s v/s 

Nous pourrons dès lors écrire 

et Ton déduit de là que le système des fonctions Z -+ 

p. 
X/ rL esten involution. Par conséquent 

/S 

lys J L/s v/sj 



71' 
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AliS 



Or 









I 


1 

7^. 


p-, 


V^, 



+ § [ P/, P/. ], 



|x„ s i = 9.2p4X,-, p,i = -.«p,[p,-, x,i, 

r .-= 1 
r ~n 

[S, fA| = ...2]P'-fP'-. PaJ=°- 

r -1 

Réunissons tous ces résultats et nous obtiendrons 



ou encore 



[P/, X,j = [P,„ X„|. 



Donc, quel que soit i, la parenthèse [P/, X/] a toujours la même 
valeur. 

Pour trouver cette valeur, introduisons deux nouvelles va- 
riables Xn+ij p,i+i , et posons X,,^, = .c«+, , P,,^, = ppn+i , en sorte 
que 



dZ 



— 2 *^' rfX/ =plflz^ 2 p, dxi I : 



nous devrons avoir 

[P/, X,J = [P«^„ X„m|: 
mais[P„^,, X„^,] = p, donc 

[P/, X/j = p. (c. Q. F. n.) 

En résumé, les relations Jonc/amentales cherchées sont 



(i8) 



/ [Z, X,] = [X/, X/,| = [P„ P/,]-o, 



[P/, X,J = p, (P,, Zl=P,p. 
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On emploie quelquefois la nolalion 

*^? , „.^? - ^? . 

les parenthèses de Jacobi prennent alors une expression plus simple : 

'd¥ d^ d<ï> rfF^ 



^'^'*' ^\dpi dXi dpi dXi) 



i I 



De l'équation (17), il résulte que Ton a 






i 

âZ VI.. 0\i 



9Ph. 



(21) -r > \*i- =0. 

àpH ^ àph 

i 

Dérivons l'équation (19) successivement par rapporta 5, Xh^ />a, 
il vient 

I (^5* 2^ ' dz"^ Zà dz dz '' dz' 

] d*z _ Y p ^*^' Y (^Pi (^X/ _ dp 



_^»Z 
âjz 



<^/>A -^ 'àzdph i^àph àz àpH 



Des équations (19), (20), on tire ensuite 

àZ c^Z v^_ /(^X/ c^XA 

et, en dérivant par rapport à 3, 

àxh, àz "^ ''^ àz'^ Zà ' d^F/, <>5 ^ àz àx^ 



2„ d»X, Y^c^P, c^X/ 



dès lors, si l'on tient compte des deux premières équations (22), 
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il vient 

if?. = y (^ ^ _ îî£i ^\ 

dxh "" ^ V <^s àxh àxit ÒZ / 

ou encore, en ajoutant et retranchant />a ^ -^ -~> au second 
membre 

dxf,, "~ jià \ âz dxh àz dxh ) * 

De même, si l'on dérive l'équation (21) par rapport à .3 et si l'on 
combine l'équation obtenue avec la dernière des équations (22), 
on trouve 

_^ _ Y (^ ^ _ ^ —'\. 

dp h ~ ^\ dz dpn àph àz / 

Il résulte de là que, si V est une fonction quelconque, on a 

r. VI- V <^ y /^P/ à\i ôXj âPj \ 
l P^ ^ J - jiiédx/,^ \ dz dpn àz àph ) 

h i 

2 à\ y /àPj^ d%^_à\^ dPj \ 
àph itad \ àz dxft ôz dx/i)^ 

h I 

c'est-à-dire 

[P,V]=2(J'[X,.V]-^^[P,V]). 

En particulier, eu égard aux équations (18), on obtient 

f I 

et, en vertu de (19), 

(24) [p. Z] = P*-P^^- 

Nous devons maintenant démontrer que, si 2/1 4- i fonctions Z, 
X|, P| satisfont aux relations 

^ ' I [p,, X/]5«io, (p„z]--=pap,, x,) . • ;. 
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les équations 

-3'=Z, :r;=^\/, p't=\\ 

représentent une transformation de contact. 

Avant tout, faisons voir que les fouettions sont indépendantes. 
Si l'on avait 

Pyi=/[Z, \„ .... \«, H, I>„-,, i\^u ....P«], 

il s'ensuivrait que 

i = n 

[Pa,X/,]=|(Z, X„]+ 2 ^J^''^"J 



i^ 1 



ce qui est impossible. Si Ton avait 

Z=/(\„ ..., \,,), 
il en résulterait que 

i — l 

ou que 

et P/i serait fonction des X, ce que nous avons vu être impossible. 
Enfin, si Ton avait 

on aurait 

I = A — 1 / = « 

ce qui est encore impossible. 

Comme, d'après les hypothèses faites, les fonctions Z, X|, ..., X« 
sont en involution, il existe certaines fonctions II,, ..., Il,, telles 
que l'on ait 



t—n 



l - 2 11, rfX,= <r/ dz - 2)/>/ dri \. 



TRANSFORMATIONS DE CONTACT. 9^9 

Nous allons montrer que les II coïncidenl avec les P. Kn effet, 
d'après les théorèmes précédents, on a 

[n«, zj = n„[n„, x«] = n„cr, 
[\„n„i=o, |\„n,,] = o, ..., [x«_i, n«j = o; 

dès lors, II„ satisfait aux équations 

[X„/J=o. [X„/| = o, ..., [X,_,,/] = u. 

Ces équations sont indépendantes, car on peut assigner une fonc- 
tion vérifiant toutes ces équations moins une, quelle que soit 
l'équation exclue; ainsi P/i_i vérifie toutes les équations, sauf la 
dernière. Comme elles contiennent (2 n -h i) variables, elles ad- 
mettent au plus (2/i-h i) — {n — i) = n -\- 2 intégrales indépen- 
dantes. Or, nous connaissons précisément (/i 4- 2) intégrales indé- 
pendantes du système, à savoir Z, X|, X^, . . ., X«, P«. Par 
conséquent, toute autre intégrale sera fonction de celles-là, et 

Ton aura 

n„=:cp(Z, X„ ...,X«, P«). 

P,t doit entrer nécessairement dans cette fonction, car, s'il n'y 
entrait pas, on aurait 

[[I,,, X,,l = o, 
ce qui n'est pas. Il en résulte que 

[n„, Z] = ^[P«, ZJ, [Un, \n\ = ^[P«i ^nl 

et, par suite, que 

[p,„z] = ii4P„, x«|. 

Mais on a 

[P«, Z] = P4P«, X,,]. 

Donc Un=Pfi. On démontrerait également que nA=PA pour 
toute valeur de Tindice h. 

Nous pouvons ainsi énoncer ce théorème : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que{2n-\-\ ) fonc- 
tions Z, X, P définissent une transformation de contact sont 
exprimées par les relations (aS). 
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Si ces conditions sont satisfaites, on a, en outre, 

[P„P/,l=o; 

le facteur p esl déterminé par [P/, X/] = p, ei il vérifie les équa- 
tions (23 ), ('2/\). 

Des relations trouvées, on déduit une importante propriété des 
parenthèses de Jacobi. Supposons qu'on ait deux fonctions o, i 
des variables z, x, p; introduisons dans [©, 'i] de nouvelles 
variables z\ x\ p' définies par la transformation de contact 

z' = Z, x'i = \/, p'i = P/ ; 
nous avons la relation 

i 

^ ^ UP/ (>Pa <^P^ (iP,)^ " ^^' 

/.A 

Par conséquent 

Nous allons maintenant étudier un cas particulier important, 
celui dans lequel les fonctions X/, P/ ne contiennent pas la 
variable z. Les transformations de contact de cette espèce s'ap- 
pellent d'ordinaire, pour abréger, transformations de contact 
en Xj />. 



7) 
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Dans cette hypothèse, les équations (aS) entraînent 
[p, X,]=o, [p, P,] = o. 
Or les 2/1 équations 

[X„/]=0, [P„/]=0 (5 = 1,2, ...,/l) 

n'ont pas d'intégrales communes, car les seules intégrales indé- 
pendantes communes aux n premières sont Z, X| , . . . , X^, et aucune 
d'entre elles ne satisfait aux autres équations. Donc p ne peut être 
qu'une constante, p= k. On a ensuite, d'après l'équation (24), 

dz "^' 
et, par conséquent, 

Z = A-5-+-ii(a?, p). 

Les équations (18) devieanent alors 

( [A^-hi2,X/] = o, [P/, Az-hi2] = AP/, 

^'^ ^ j [X,,X^] = tP/, P;t]=[P,, X;t]=o {i^k), [P,,X/] = A. 

Tout d'abord, si les relations de la seconde ligne sont satis- 
faites, les X, P sont indépendants, comme on le démontre de la 
manière déjà indiquée. Puisque les X|, ..., X,| sont donc indé- 
pendants et en involution, on peut, ainsi qu'on l'a vu, résoudre 
les équations X< = ai, ..., Xrt = a,i, par exemple par rapport 
à Xi, . . ., Xq^ Pq+ii • • -y Pnj c'cst-à-dirc qu'on peut mettre ce sys- 
tème d'équations sous la forme 

a?/ — W/(ar^H-i, . . ., a?rt, />,, •., Pq, ai, . .., an) = (t = i, a, ..., </), 
Ph— W/k(a?y-».i, . . ., Xn^ Pu . • » />y* «i> • • •> ««) = (A = y -4- I. ...j n)\ 

le nouveau système sera aussi en involution et l'on aura 

(ar/— W/, a?/i— W/i) = o, 
(ar,— W/, />/,-\V/,) = o, 
(/>/, — W/„/>a.-\Va) = o, 

en employant les parenthèses de Poisson au lieu de celles de Jacobi, 

parce que z ne figure pas explicitement dans le système. En déve- 

V. ,6 
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loppanl les parenthèses, ces relations s'écrivent 

dWi dWn dWn dWi dWk àW^ 

— h -— = O, -T h -r = O, h — = O. 

âpn Opi dpi dxh dxh àxk 

Sous cette forme, on reconnaît qu'elles expriment que les fonc- 
tions — W|, — Wa, ..., — W^, -f-Wy^i, ..., -f-Wrt sont les 
dérivées partielles par rapport à />|, y>2, ..., pg^ ^f+i> •••? ^n 
d'une même fonction que nous désignerons par 

W(a:^4-i, ..., ar„,/>|, . .., pg, ai, ..., a^); 
les équations (27) pourront alors s'écrire 

Supposons qu'on introduise dans W les X au lieu des a; soit 

\V(a7^+l. ..., Vn, Pu '-"> Pçi ^i, '•', ^n) = V(a?, /?), 

nous avons alors 

A = tf i~Q r=:n 

k = n i=.q r=n 

et, en écrivant, 

r = /i i=^ k = n 

nous en déduisons 

i=<7 i=^ r=/i 



OU 



^/?r û?^/ = dy -h ^pi dxi -H ^ar, dpi^ ^ j^ rfXr 

r = l 1 = 1 f = l r = l 

r = l L < = 1 J '• = 1 
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Posons 

i=q 






nous aurons 

r^n r=zn 



r = l r=l 

OU enfin, en retranchant dz des deux membres 

r = n rz=n 

(28) dz — ^prdj:r=ci(z-h<P) — ^UrdXr. 

r = l r = l 

Cette relation montre que les fonctions ^ + ^, X|, X2, ..., X„, 
III, . . ., n„ représentent une transformation de contact pour 
laquelle p = i . Les formules générales donneront alors 

d'où, eu égard à (26), 

(P/-A1I/, X^) = o. 

Ceci exprime que la différence P,- — Ail/ est intégrale du système 
d'équations 

(Xi,/; = o, ..., (X„,/) = o. 

Or on sait que des intégrales indépendantes de ce système sont Z, 
X|, . . ., X„. Donc, si l'on tient compte de ce que les P, Il ne con- 
tiennent pas Zj on aura 

P/— AI1/=U,{X). 
Écrivons d'après cela que (P/, P)t)=:o, en observant que 

(An,-i-u„ Au,,-i-UA) = A(n,-, UA)+A(U„nA) = o. 

Or 



r — n 



Donc 
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Ainsi, les U,- sont les dérivées partielles d'une même fonction 
des X; nous écrirons 

Il s'ensuit que 

r = n r=in 

^PrdXr- \^nrdX,= dV, 
r=l r=l 

ou encore, par combinaison avec (29), que 

r=n \ rrzn 

r=l / r=l 



A dz- 



Posons 

A«1>H-U = û, Z = Az-hû; 

nous aurons 

/ r = n \ r = ii 

\(dz^^PrdXr\=:dl^^PrdXr. 
\ /=! / r = i 

et l'on voit qu'on a pu déterminer Z de manière à compléter la 
transformation. 

Réciproquement, supposons qu'on sache qu'une transformation 
de contact multiplie simplement par une constante A, l'expression 

pfaffienne dz — 7^/>/ dxj. Les équations (^3), (24) donneront 

dXs àPs dZ , 

dz dz dz ' 

en sorte que la transformation aura nécessairement la forme 

V= A« + i2(x, /?), x'i=\i{x,p), />'i=P/(ar,/?). 

Examinons maintenant le cas encore plus particulier dans lequel 
Û est une constante B, en sorte qu'on a 

Z = A^ + B. 
Les relations [Z, X,] = o, [P,-, Z] = AP,- deviennent, en dévelop- 



pani 



TRANSFORMATIONS DE CONTACT. Ìi45 

n r = n 



'1"'^,— -S'-sg-*"'. 



c'est-à-dirc 



(]les équations expriment que les X sont des fonctions homogènes 
des y>, de degré zéro, et que les P sont des fonctions homogènes 
des y?, de degré un. Pour cette raison, les transjormations de 
contact que nous étudions sont dites Ao/noo^é/ie5 (*). Dorénavant, 
quand nous parlerons d'homogénéité, nous entendrons toujours 
qu'il s'agit d'homogénéité par rapport aux/>. 
On peut voir que : 

Si ^{x^ p) est une Jonction homogène y une transformation 
ile contact homogène change cette fonction en une Jonction 
homogène du même degré. 

En effet, en désignant par h le degré d'homogénéité de «p(a?, />), 
on a 



S'-l;-'''- 



Soit ^ la transformée de co: l'identité 

donne par dérivation 

2^ ( d^ d\s d^ dPs\ . ^ 



( * ) Plus particulièrement, Lie appelle homogènes les transformations de contact 
pour lesquelles on a, outre les conditions précédentes, 

(P,, X,) = i. 

Il est évident que, pour satisfaire à cette condition, il suffit de diviser tous les P^ 
par une même constante A. 
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c'est-à-dire 

««» v^ à\s v' a* VI dPs 



V^ («» V^ c^A, v^ M> v* ^'^s . ^ 



si Ton lient compte des relations (29), il vient 



^^/s=h^. (c. 0. F. D.) 



Réciproquement, si une transformation de contact en x, p 
change une fonction homogène quelconque ^ en une autre 
fonction homogène ^, cette transformation est homogène, et 
les degrés d'homogénéité de ^ et de ^ sont égaux. 

En effet, soit 



2-.S = "». 



4> étant la transformée de <p et H le degré d'homogénéité de 4>. 
On aura 

s r s r s 

Cette relation devant subsister quel que soit ç, et par suite quel 
que soit ^, les coefficients des mêmes dérivées sont égaux dans les 
deux membres. Donc 

r r 

On voit ainsi que les X, sont homogènes, de degré zéro, et que 
les P, sont homogènes, de degré jj- Considérons alors la rela- 
tion [P,-, X|] = A; dans le premier membre, nous avons une fonc- 
tion homogène, de degré rr — 1 , tandis que le second membre est 
une constante; donc 

h 
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el par suile 

h=z H. (c. 0. F. D.) 

Il suit de là que : 

Une transformation homogène peut être regardée comme 
une transformation portant sur z^ X|, j?2, . . ., Xn^ — » — > • • •> 

Pn 

Ecrivons en effet 

Les Xr sont des fonctions des rapports des p à l'un d'entre eux ; 
en outre, nous pouvons poser 

Pa P/iCa^./») \ Pn Pn J 

Nous trouverons incidemment, un peu plus loin, qu'une trans- 
formation de contact homogène change l'expression ZuPr"^ en 

r 

\^Pr^p-> ^ étant la transformée de ç. Il en résulte immédiate- 

r 

ment que : 

Linverse (Tune transformation homogène est une transfor- 
mation homogène; le produit de deux transformations homo- 
gènes est une transformation homogène. 

Voyons maintenant comment on peut passer d'une transforma- 
lion de contact homogène à une transformation générale, et réci- 
proquement d'une transformation générale à une transformation 
homogène. 

Soit la transformation homogène à (2/1 -f- 2) variables r, q : 

y'v^ V;,(^, q), q\^ Q;.(7, q). 

On aura 



2 Q/^^Y,= ^ <iidyi 



/=! 
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En outre, les Y/ et les 77^ dépendront des 



y h (t = 1, -2, ..., /H-i; /: = !, 2, •.., n). 

y/i-f-i 

Posons 

v' — ^'. «' — -r' v' — - •' y* — n' y« _ •»' 

Y/ (^1 ^) = X/(5, j-, /?) (t = i, a, ..., /i), 

Nous aurons 

z'= Z{z, X, /?), ari= X/(^, x, /?), /?',= P/(z, x, />), 

(1 = 1, 2, ..., n), 
puis 

/ = « • / = /! \ 

dz- - ^p\ dx-i=^{dz-^pt dxt \ . 

1 = 1 " \ i = l / 

Or Tç^ dépend seulement des y et des rapports des q^ c'est-à-dire 
des z, x^ p; en désignant son expression par p(z, x, />), nous 



aurons 



i-n / i—n \ 

z'-^p\dx',^Àdz^^ptdxX 
1=1 \ 1 = 1 / 



Donc les équations 5'=Z, a7y=X,-, />J=P,- représentent une 
transformation de contact générale. 

La possibilité de ce passage est importante, car elle montre que 
les transformations de contact homogènes ne sont qu'en apparence 
des transformations de contact spéciales. 

Réciproquement, soit une transformation de contact générale 

y=Z{z, x,p), ir/=X|(5, x,p\ p'i=^i{*,T,p\ 



et soit 



i=n / i=n N 

iz'—^p'idx'i= pi dz — ^pidxi y 

1=1 \ 1=1 / 
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Posons 

(t = i, 2, ..., /i); 
nous aurons 

/ = n-«-I i = n-»-l 



2 ^'^/'= 2 ^'''•^'*' 



en outre 



^i=^P/( )| 

y«+i = z( ) 



9n+i — — — - y 



et ces relations définissent une transformation homogène. 

Comme nous l'avons vu, les (z, x^ p) représentent un élément 
plan dans l'espace à (/i + 1) dimensions, exception faite des élé- 
ments plans parallèles à l'axe des ^, et cela par un défaut intrin- 
sèque du système des coordonnées cartésiennes que nous avons 
déjà signalé. Cette apparente exception disparaît par l'emploi du 
système des coordonnées homogènes. 

En effet, les y^, y^, ..., jK/i+i, Ci, ^2, ..., ^/i+i liés aux :;, 
Xt^ . . ., Xfi^ /?,, >.,. pn par les relations 

^«4-1 ^«4-1 

peuvent être considérés comme les coordonnées homogènes d'un 
élément plan de l'espace à (/i + 1) dimensions; et, à un élément 
plan quelconque de l'espace, sans aucune exception, correspon 
dent, pour les coordonnées homogènes, des valeurs finies. Les 
coordonnées homogènes d'un élément plan sont liées par la rela- 

i = ii-»-l 

tion V qi dxi = o. 
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Un autre avantage présenté par les transformations homogènes 
est que tout théorème concernant ces transformations peut se tra- 
duire en un théorème concernant les transformations générales. 



rv. — Construction des transformations de contact. 

Nous avons trouvé un système d'équations différentielles carac- 
térisant les transformations de contact. Donc, pour déterminer 
toutes les transformations de contact, il faudra intégrer ces équa- 
tions. Mais on peut résoudre le problème sans aucune intégration. 

Nous procéderons ainsi : nous construirons toutes les transfor- 
mations de contact homogènes possibles et nous en déduirons 
toutes les autres. 

Nous avons vu qu'une transformation de contact homogène 
satisfait à la condition 

2 q'idy'i— 2 qidyi^o. 
1=1 1=1 

Nous avons déjà résolu (n° III, au début) le problème de trouver 
tous les systèmes possibles qui satisfont à l'équation 

i=.n 

dz — 2]/>/ dxi = o; 
1 = 1 

nous avons reconnu qu'ils s'obtiennent en écrivant les équations 
Qi(z,x) = o, ..., Qç{z,x) = o, 



i = q 

ÔQ, 



Pr = -I^' 






V^ ^Û| 



et en éliminant les ).. Si le système comprend l'équation ^ = o, 
dans les {q — i) autres équations, on pourra supprimer z. Soient 
alors 
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ces équations; on a, dans ce cas, 



Actuellement, au lieu de j?i, . . ., x„j />i, . . ., /?,i, nous devons 

considérer jKi, ..^r/or'n • • m r«, qi, .., Çnj — q\, .., — yî,. 
Nous avons, par suite, 

*i(r»y)=o» •••• **(r»y)=o» 

1=1 /=l 

En éliminant les X entre ces équations, nous obtiendrons le sys- 
tème le plus général d'équations satisfaisant à Téquation pfaffienne 
considérée et, par suite, les transformations de contact homogènes 
les plus générales. 

Pour passer alors des transformations homogènes aux transfor- 
mations non homogènes, on pose 

^=-p> ^=-p'" 

Çn-h\ ^/i-f-l 



Par substitution dans les équations précédentes, on obtient 



p — sf 



S^S 2^'» 



Les équations ^ = o devront être résolubles par rapport à s des 
premières variables et par rapport à s des secondes variables. 
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V. — Digression sur la théorie des équations aux dérivées 

partielles. 

Soient u^ Vy w trois fonctions des x et des />. Il nous suffit de 
considérer ce cas, car, comme nous le savons, on y peut ramener 
celui où Ton a des fonctions de z et des x^ p. 

Nous voulons démontrer l'identité suivante, dite identité de 
Jacob i : 

(u, {v, w)j -+- (v, ((V, u)\ H- (w, {u, vU = o. 
Nous avons 

àpi \ àpij \dpi ] \ dpi] \ dpi) 

""■"=(-ê)-(-a' 



• 



dxi \ ' àxi] \ ' Oxi] 

Observons que (w, /), (t', /) sont des fonctions linéaires et homo- 
gènes des dérivées partielles de/, et écrivons 

(",/) = A/, (i^,/) = B/. 
Alors 

di^u, p) ^ K^ p au 

àpt àpi dpi 

d(u, i>) _ dv dv 

dxi ~ dxi dxi 
Par suite 

(<«-)-)=|j(^^-''£)S-K^-»s)a- 

D'autre part, en désignant pour un moment par f,, f^, . . ., t^n les 
variables x, /?, et en posant 
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on obtient 

(A,B)/=2(Ap/-Ba,)^. 

1 = 1 

Par suite, dans le cas actuel, nous aurons 

((m, p), w\ =(A, B)w = ABtv — BAw. 
De même 

(uj (v, w)\ = ABw, 

(v, (w, u)j =— (p, (m, tv)j =- BAw, 

et de là résulte immédiatement l'identité écrite. 

Une application de cette identité est la démonstration du 

Théorème de Poisson. — Si ç et '} sont deux intégrales de 
l'équation linéaire aux dérivées partielles («, /) = o, (ç, ^) 
est encore une intégrale de cette équation. 

Nous avons, en effet, 

(m, 9) = G, (m, i^) = o; 
par suite, 

(?, C^', «)i = o, ^4^, (w, 9)j = o, 

et de ridentité qu'on vient d'établir il résulte que 

("7 (?, 4')) = 0; 

donc (o, if) est intégrale de l'équation considérée, (c. q. f. d.) 

Donnons maintenant un aperçu de la méthode de Jacobi pour 
intégrer d'un système quelconque d'équations aux dérivées par- 
tielles. 

Soit un système de r équations aux dérivées partielles ne conte- 
nant pas la fonction z explicitement 

W| = 0, ..., Wr=o; 

les u sont des fonctions des x^ />, indépendantes et en involution. 
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Les équations 

sont indépendantes, car, à cause de l'indépendance des i/, les 
déterminants de la matrice ^^ ^"^ ., ne sont pas tous nuls. En outre, 
d'après l'identité de Jacobi, on aura 

(A/, Aa)/=ï (ui, {Uh.fyj — Ua, {Ui,f)j = (Cui, uh),/j; 
mais, par hypothèse, 

donc 

(A/, Aa)/=o, 

et les équations (i) constituent un système complet. Parmi les 
(2/2 — r) intégrales indépendantes de ce système se trouvent «1, 
U2j . . ., Urj puisque chacune de ces fonctions, substituée à / dans 
les équations (i), les transforme en identités. On cherche une 
autre intégrale ttr+i du système (i), indépendante des précédentes; 
on aura 

et les équations 

("l|/) = 0. •••'» ("r-Hl,/)=0 

formeront un nouveau système complet. Nous procéderons encore 
de la même manière, et ainsi de suite. Nous arriverons enfin à un 
système complet de n équations 

(a,,/)=o, ..., (m/i,/)=o 

admettant les n intégrales indépendantes </|, ..., Un» Résolvons 
les équations 

(les a désignant des constantes arbitraires), par rapport à />|, ..., 
Pn ; les expressions des p ainsi obtenues rendront ^pjdxj diffé- 
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rentielle exacte. Posons 

i = n 

^PidTi=: — dQ(Xi, . ,,Xnt «i, . . ., an-r)y 

1=1 

et nous aurons (par la seule intégration d'une différentielle totale 
exacte): 

cin^r+i étant une nouvelle constante arbitraire. 



VI. — Qroupes de fonctions en général. 

Soient s fonctions F|, F2, . . ., F, des 2/1 variables x,p; nous les 
supposons indépendantes. Formons les parenthèses (F/, F^), et, 
celles d'entre elles qui ne sont pas exprimables au moyen des F 
précédents, adjoignons-les au système. Comme il ne peut y avoir 
plus de 2 n fonctions des x, />, indépendantes entre elles, nous 
arriverons, par la répétition de cette opération, à un système de 
fonctions F^, Fj, ..., F,., (/•^2/i), tel que toutes les parenthèses 
(F|, F;^) soient fonctions de Fj, . . ., Fr. Si U, V sont deux fonc- 
tions des F, on aura 



^''■'''llS-Jh""-"- 



c'est-à-dire que (U, V) sera une fonction de F^, . . ., F^. 

Etant données r fonctions F| , . . ., F/, des Xj />, indépendantes et 
telles que toutes les (F/, F*) soient fonctions des F, on appelle 
groupe r^P^*^ de fonctions l'ensemble de toutes les fonctions 
des F. 

Les parenthèses formées avec deux fonctions du groupe sont 
des fonctions du groupe. 

Tout système de /• fonctions indépendantes appartenant au 
groupe est appelé une forme du groupe. 

Les fonctions communes à deux groupes forment un groupe. 

Comme les parenthèses de Poisson sont (3* partie, n° III) inva- 
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riantes par rapport à toute transformation de contact de la forme 

(I) z' = z-hQ(x,p\ x'i=\i{x,p), p'i=Vi{x,p), 

on peut énoncer ce résultat : 

Toute transformation de contact de la forme (i) change un 
groupe r^P^^ de fonctions en un groupe de même espèce, et 
toute forme du premier groupe est une forme du second. 
Soient F,, 4>,, deux formes correspondantes; (4>i, ^a) s^ex- 
prime au moyen des ^s de la même manière que (F,, F^^) au 
moyen des F,. 

Soient W|, £/2, . . ., Ur r fonctions indépendantes aptes à déter- 
miner un groupe, c'est-à-dire telles que les déterminants de la 

DfMl . , , 

matrice - ^^^ ^ .. ne soient pas tous nuls et qu en outre, on ait 

Les équations 

(w*,/)=o (A: = i,2, ...,'') 

seront indépendantes; en outre, si Ton pose ( «^a, /) = A^t/, on 
aura (3« Partie, n« IV) 

La réciproque se démontre aisément. Donc : 

Si «1, Ma, . . ., Ur est une forme dun groupe r^P^^, les équa- 
tions (M;t, /) = o (Ar = I, 2, ..., r) forment un système complet^ 
et réciproquement. 

Étant données /• fonctions tt|, ..., Ur aptes à déterminer un 
groupe r"P*^, le système complet (ma,/)=o, (A: = i, 2, . . ., r), 
admet (2/1 — r) intégrales indépendantes ç'i, ..., (^2«-r. Les (c,-, Vk) 
sont aussi (n** IV) des intégrales du système et sont par suite des 
fonctions des v^ en sorte que les v déterminent un groupe 
(2/1 — /-)«?'«. En partant du groupe des v et en procédant d'une 
manière analogue, on retrouve le groupe des u. Donc : 

A tout groupe r^P^^ u correspond un groupe (2/1 — r)'*P^^ç 
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formé par toutes les fonctions qui sont en involution avec 
tous les u, 

La relation entre les u et les v est réciproque, et les 
proupes Uj v sont dits polaires ou réciproques l'un de Tautre. 

De là résulte un théorème qu'on peut en quelque sorte regarder 
comme la réciproque du théorème de Poisson, à savoir : 

Un système complet de r équations linéaires ayant la pro- 
priété que, si cp, ^ sont deux intégrales quelconques du système, 
(<p, ^) en est aussi une intégrale, peut toujours être mis sous 

la forme 

('a-,/)=o (A- = 1,1, ...,r), 

les Uk étant aptes à définir un groupe r^P^^. 

Soit Akf=o (Ar=i,...,r) le système complet, et soient 
i*M •••? <'2/i-r ses (2/1 — r) intégrales indépendantes. Par hypo- 
thèse, (i^/, Çh)i quels que soient / et A, est encore une intégrale du 
système ; on a donc 

c'est-à-dire que ç',, . . ., V2n~r définissent un groupe (2/1 — /•)"p**. 

Soit alors Wj, . . ., Ur une forme du groupe r*"***" polaire du pré- 
cédent; les V constituent un système d'intégrales indépendantes 
du système complet (wa,/)= o (A: = i, ...,/•), et par suite ce 
système ne saurait différer du système donné. 

11 est évident, d'après la propriété d'invariance des parenthèses 
de Poisson, que toute transformation de contact en x, p 
change deux groupes réciproques en deux groupes réciproques. 

Si les fonctions u sont indépendantes et en involution, le 
groupe réciproque contient toutes les fonctions w, et par suite 
iî /i — /• ^ r, ou r ^ 71. Ainsi : 

Un système en involution à 2 n variables ne peut contenir 
plus de n fonctions indépendantes. 

Deux groupes réciproques peuvent avoir des fonctions com- 
munes. On qualifie de singulières ou distinguées (en allemand 
ausgezeichneten) les fonctions d'un groupe qui appartiennent aussi 
V. 17 
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au groupe réciproque, c'est-à-dire les fonctions d'un groupe qui 
sont en involution avec toutes les fonctions du groupe lui-même. 

Il est clair que les fonctions singulières d'un groupe sont aussi 
fonctions singulières du groupe réciproque. 

Les fonctions singulières d'un groupe sont en involution enlre 
elles, et par suite constituent un sous-groupe qui est commun au 
groupe donné et à son réciproque. 

Si l'on applique à un groupe une transformation de contaci 
quelconque en :r, /?, par suite de TinvariaMce du symbole (cp, •}), 
toute fonction singulière se change en une fonction singulière. 
Donc le nombre des fonctions singulières indépendantes est inva- 
riant vis-à-vis de toute transformation de contact en x^p. 

Toute fgnction singulière donne lieu à une relation entre les 
fonctions du groupe et celles de son réciproque, puisqu'elle peul 
s'exprimer aussi bien au moyen des unes que des autres. Suppo- 
sons, réciproquement, qu'entre les fonctions du groupe u et celles 
de son réciproque r il existe m relations indépendantes 

(2) ?/(Wl, ..., Ur.Vu ...yVtn-r)= O (t = I, ...,m). 

Les 2 n fonctions w, v^ dont {in — m) seulement sont indépen- 
dantes, déterminent un groupe (2/1 — /n)"P'*G; car les (w, r) sont 
nulles, et les (w, w), (r, v) s'expriment respectivement à l'aide 
des u et des r. Si Wf, ..., iVm est une forme du groupe réci- 
proque de G, on aura 

(Wi,«'a) = 0, {VtyWh) = (5=1,...,/*; <=:l,...,2/l~/*; A=I,2,...,f/l). 

Les premières de ces équations expriment que les (v appartiennent 
au groupe des v^ les secondes qu'ils appartiennent au groupe des u. 
Les w^ appartenant au groupe des m et à son réciproque, sont 
des fonctions singulières des deux groupes. Si l'on pose 

le système des équations y)>i(«)= 6>i((;) doit être équivalent au 
système (2). D'où cette conclusion : 

Le nombre des fonctions singulières indépendantes d'un 
groupe est égal au nombre des relations indépendantes entre 
les fonctions du groupe et celles de son réciproque^ et ces rela- 
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lions peuvent toujours être mises sous la forme 

Voyons alors comment, étant donné un groupe, on délerminc 
le nombre de ses fonctions singulières. 

Soit f (W|, . . ., Ur) une fonction singulière du groupe des u\ on 
devra avoir 

(M/, ?)=0 (/ = !• ...,/•). 



Or 






h=i 



on peut donc dire que ç doit être une intégrale du système d'équa- 
tions linéaires aux dérivées partielles 



h-r 



(3) 



A,/^ 2 ("-"'' );£="• 



/irri 



Remarquons que ce système est un système compiei ; en efl'et 

(A/, Aa.)/= (m/, (ma,/)) - ("A, ("!,/)) = (( "/, wa),/) , 
et, comme 
il s'ensuit que 



A = i 



//=1 



Le pombre des équations indépendantes du système (3) est égal à 
la caractéristique du déterminant 



<4) 



(m,, M,) ... (M|,l4r) 



{Ur:U\) ... {Ur^Ur) 



Soit donc (r — m) cette caractéristique, avec /n^o; le système (3) 
admet m intégrales indépendantes. Par conséquent: 

Si {r — m) est la caractéristique du déterminant (4), fe 
groupe contient m fondions singulières indépendantes. 
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En parlicnlier, la condition nécessaire et suffisante pour que 
le groupe engendré par les u ne contienne pas de fonctions 
singulières est que le déterminant (4) ne soit pas identique- 
ment nul. 

On voit encore que la détermination des fonctions singulières 
exige l'intégration d'un système complet. 

Remarquons que le déterminant (4) est un déterminant gauche; 
pour r impair, il sera identiquement nul; on peut donc dire que: 

Si r est impair, le groupe contient au moins une /onction 
singulière. 

Si un groupe r'^P^^ contient (r — i) fonctions singulières 
indépendantes, ce groupe est en involution^ et toutes ses fonc- 
tions sont singulières. 

En effet, si v^, ..., iv_j sont (/• — i) fonctions singulières, et 
si i' est une fonction indépendante des précédentes, les fonctions 
i'i? •••". «V-n y constituent une forme du groupe; d'ailleurs 
(i^/, i';t)=:o, (i'i, v)= o; donc le groupe est en involution. 

Parmi l'infìnité des formes d'un groupe, il en est une qui est 
dhc forme canonique. 

Soit le groupe non en involution : tt|, . . ., Ur] les Ui ne seront 
pas toutes singulières; supposons par exemple que Ui ne soit pas 
singulière. Puisque, en désignant généralement par o{u) une 
fonction des u, nous avons 

cette expression n'est pas identiquement nulle, et nous pouvons 
trouver une fonction ç telle que cette expression soit égale à 
l'unité. Posons £/2= o, et nous aurons alors 

(?/,, Wî)=l. 

Cherchons maintenant la fonction /(ci) du groupe pour laquelle 
( '») ("!,/)= A,/ = o, (!/„/)= A,/= o. 

V 11/ • ("i» ''l) ("l> '^«) I • 

Gomme (w,, w^)^ o, le déterminant , ^ , I n eit pas 
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nul, et les équations (5) sont indépendantes. En outre 

A,A,/-A,A,/===(Mi,(a,,/))-(^Wj,(ai,/)) = ((a,, a,),/)=(i,/)=o; 

les équations (5) forment donc un système complet, et elles 
admettent (r — 2) solutions indépendantes u\^ iC, ..., m^.j. Les 
( u\^ u'f^), d'après le théorème de Poisson, satisfont aux équations ( 5 ), 
et sont par suite des fonctions de u\, ..., «)._.j. H en résulte que 
ces u' déterminent un sous-groupe du groupe considéré. 

En outre, les «1, w^, u\j u[^, ..., u^_^ sont indépendants. En effet, 
comme les u' sont indépendants, s'il existait une relation, elle 
devrait contenir au moins l'un des «1, w^, et se ramener à l'une 
des deux formes 

M, — *(a,, u\y a;, ..., i/;_,)=o, Ui — W(ui, u\, u\, ..., a;_j)=o; 
or, dans le premier cas, on aurait la relation absurde 



1 = 1 



et de même dans le second cas. 

On peut donc trouver une forme W|, m^î '^'p '^'j? • • •> ''r-2 ^^^'^ 
qu'on ait 

("1, wj)= ï, ("i,"/) = o, (m,, m;) = o, 

les wj constituant une forme d'un sous-groupe du groupe donné. 

Imaginons qu'on répète la même suite d'opérations sur les fonc- 
tions Wp w^, . . ., «J._2? supposées non en involution, et qu'on con- 
tinue ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à un ensemble résiduel de 
fonctions toutes en involution. 

Ecrivons P<, X| au lieu de W|, u-y] P2, X2 au lieu des deux 
fonctions analogues du groupe «', etc. ; enfin X^+i, . . ., X,„^^ au 
lieu des dernières fonctions en involution. Nous pouvons énoncer 
ce théorème : 

Un groupe r^P^^ peut toujours être mis sous la forme 

•1» •••» «/M» ^I» •••» -^y//> ^//l + l» •••! ^/W-4-7 (^ == '* — ^''*)> 
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ers fonctions satisfaisant aux relations 

(C) (P,, X/)= I, (P/, Pa)= (Xi, X,.) = (Pn Xa.) = o {i^k ). 

Celte forme est dhc forme canonique, 

Si/(P,, . .., P/„, \|, . . ., X;„+y)est une fonction du groupe, on a 



àf ,v /• àf 



(!>,,/)= j;-, (-W) = -^ (.• = .,...,».,: 



Pour que f soit une fonction singulière, il faut donc qu'elle ne 
contienne ni les X/(£ = i, . . ., m) ni les P/ (« = i, . . ., m), et réci- 
proquement. C'est-à-dire que : 

Les fonctions singulières du groupe sont exclusivement 
toutes les fonctions des X,„^|, . . ., X;,,^^. 

Par conséquent : 

Les nombres m et q sont les mêmes pour toutes les formes 
canoniques d^ un groupe; q est le nombre des fonctions singu- 
lières indépendantes; la différence entre q et Vordre du 
groupe est un nombre pair. 

En outre : 

67, entre 2 m -^ q fonctions P|, . . . , P„,, X,, . . ., X,„^, on a 
les relations (6), ces fonctions sont indépendantes quand les 

y^m+Kt ..M ^m+q IcSOnt, 

lin effet, s'il existait une relation P| =(p(P2, ...,P;„,X,, ..., X,„^^), 

on aurait 

(Pi,X0 = (9,X0=o, 

tandis que (P|,X|)= i; on démontre de même Timpossibilité 
d'une relation X, = ©(P,, ...,Pm, Xj, ..., X;„^.^). 

Soit un groupe G de forme canonique P|, ..., P/„, X|, ..., X^^^ 
{q >> o). Désignons par F le sous-groupe P|, . .., P„i, X|, . . ., X^,, 
^^/w+2î •••? X;,,^^. Puisque X,,,^, n'appartient pas à F et est en 
involution avec toutes les fonctions de F, elle appartient au 
groupe F' polaire de F, sans être une de ses fonctions singulières. 
On pourra donc trouver une fonction Pm+i du groupe F' telle 
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q«e (Pw+i, X.„^.|)=i. Les P,, ..., P;„^.,,X,, ..., X;,,^.^ satisfont 
aux relations canoniques et sont indépendants (les X;„^2, ..., 
X„^y étant indépendants). Ea continuant ainsi, on voit qu'on 
peut toujours arriver à un groupe canonique sans fonctions sin- 
gulières, P,, ..., Pm+qj X,, ..., ^m+çi et Contenant le groupe 
donné comme sous-groupe. Ayant obtenu ce groupe, adjoignons- 
lui une fonction ^m^q^i de son groupe polaire, puis cherchons 
la fonction correspondante P^i+^+i, et ainsi de suite. Nous arri- 
verons à cette conclusion : 

Étant donné un groupe au moyen de la forme canonique 
P,, ..., Pu,, X,, ..., X/w^y, on peut trouver certaines fonctions 

Pm+M -M P/îî ^m+q+i'> • • •? X„ tcllcS ÇUC P|, ..., P/i, X<, ..., X^ 

soit une forme canonique d'un groupe 2n'^P'^. 

Ces fonctions, d'après un théorème établi, donnent naissance 
à une transformation de contact en x, p : 

z=z-hiiy x'i=\i, />/=P/, 

U étant déterminé par quadratures. 

Ceci posé, nous nous proposons d'examiner, étant donnés deux 
groupes pour lesquels les nombres r, q sont les mêmes, s'il existe 
une transformation de contact en jt, p qui change l'un des 
groupes en Taulre (*). 

Les groupes étant mis sous la forme canonique 

' 1» •••) *//tî ^Ij •••» ^m-hq'% Ql» •••» Q/nj ^'.i • • • 1 ^m+t/j 

on peut trouver deux groupes 

Pi, .... P/ï, Xi, ..., X/,; Ql, ..., Q,i, Y|, ..., Y„, 

qui les contiennent, et par suite deux fonctions ii(x^p), ii{yjq) 
tels que les équations 

v = 5-hii, x;=X/, />;=P/ et z' = z-hU, x;=Y/, />;=Q/ 

représentent deux transformations de contact. Mais on aura encore 



(') L'égalité des nombres /*, q est une condition nécessaire du passage, à cause 
de rinvariance des parenthèses de Poisson vis-à-vis des transformations de con- 
tact en X, p. 
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une transformation de contact en faisant le produit d'une de ces 
deux transformations par Tinverse de l'autre, et ce produit 
change l'un des deux groupes donnés en l'autre. Donc 

La condition nécessaire et suffisante pout* que deux groupes 
pupies puissent être transformés l^un dans l'autre au moyen 
d'une transformation de contact en Xj p, est que les nombres 
des fonctions singulières des deux groupes soient égaux. 

Nous dirons que tous les groupes transformables Tun en Tautrt' 
au moyen d'une transformation de contact en x^ p appartiennenl 
au même type. 



VII. — Qroupes homogènes. 

Un groupe est dit homogène s'il admet une forme composée 
uniquement de fonctions homogènes par rapport aux p. 

Une transformation de contact homogène change un groupe 
homogène en un groupe homogène. En effet, elle change toute 
fonction homogène par rapport aux/? en une fonction homogène. 

Soient H/(i = i, 2, ..., r) r fonctions homogènes par rapport 
aux/7, de degré 5/, définissant un groupe homogène. Si F est une 
fonction quelconque du groupe, on a 

1=1 ^ k=i \ i I k 

en sorte que ^.pi jr- est une fonction du groupe. 
1=1 
Réciproquement, soit un groupe II/; supposons que, F étant 

/■ = rt 

une fonction quelconque du groupe, ^^Pi-j—, fasse aussi partie du 

1 = 1 
groupe; nous aurons 

Si les Q sont tous nuls, les H sont homogènes et de degré zéro; 
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dans le cas contraire, Téquation linéaire 

admeUra (r — i) intégrales indépendantes N,, . .., N^_, qui seront 
des fonctions homogènes de degré zéro du groupe. En adjoignant 
aux N une intégrale F de l'équation 

on aura une forme N|, . . ., N^^,, F du groupe considéré, F étant 
homogène de degré un. Puisque les r fonctions écrites sont homo- 
gènes, le groupe aussi sera homogène. Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu^un groupe soit 
homogène est que^ F étant une fonction quelconque du groupe, 

\^ dF 

^PiT~ appartienne aussi au groupe. 

Evidemment, on peut encore dire : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe r^P^^ 
soit homogène est qu'il contienne r fonctions indépendantes 

i = n 

Pij-^ (A = I, . . ., r) 

1=1 
appartiennent aussi au groupe. 

De ce qu'on vient de dire il résulte que : 

On peut toujours troiwer pour un groupe r^P^^ homogène 
une forme composée, ou de {r — i) fonctions de degré zéro et 
d' une fonction de degré un, ou de r fonctions de degré zéro ; 
dans ce dernier cas^ le groupe est en involution. 

En effet, si les N/ (i=:i, ..., /•) sont de degré zéro, (N/, N^) 
est de degré — i ; mais, comme d'autre part (N/, N)t) doit être de 
degré zéro pour être une fonction du groupe, elle doit élre iden- 
tiquement nulle. 

Dans le premier cas, on peut aussi trouver une forme composée 
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iiniqueincnl de fonctions homogènes de degré un, à savoir N, F, 
M, F, ..., N,_,F, F. 

Soient deux groupes homogènes II/, K/, et soit L, le sous- 
groupe qui leur est commun. Si / est une fonction quelconque 

i = n 

de r^.„ 5j/^' ) appartient à II/ et à K/, et par suite à L, qui est 

donc homogène. Donc : 

Le sous-groupe commun à deux groupes homogènes est 
homogène. 

Démontrons maintenant un lemme : 

Si H est une fonction homogène, et si/ est une intégrale de 

i=:n 

l'équation linéaire (II,y) = o, ^.pi^. ^^^ aussi une intégrale 
de cette équation. 

Soit m le degré d'homogénéité de H ; posons 



Or 



1=1 
(B,A,/=yfBf.-y|^Bf-yf Ay,. 



B-— =(m — i). , B-— = mT— » A/>/=:— 3— • 

opt ôpi dXi ôxi ' àXi 



Donc 

(B,A)/ = (m-i)A/. 

Mais, / étant une solution de (11,/)= o, on a 
A/=o, BA/=o, 

cl, par suite de la relation précédente, 

AB/=o, 

/ = /i 
rc qui prouve que B/ ou 2/>/t^ est aussi une solution de 

/ = 1 
Téquation donnée. 



TRANSFORMATIONS DE CONTACT. 'àGj 

Soît alors H|, ..., II^- un g;roiipe homogène; si R|, R.jî •••^ 
1^2/i-r est le groupe polaire, les R seront solutions du système 
(H|,y^=o, ..., (H/.,y)=o. Or, à supposer qu'on ait choisi 

/>/ — seront aussi, diaprés le 

lemme précédeni, des intégrales de ce système, et par suite 
appartiennent au groupe polaire, qui sera donc homogène. Ainsi : 

Le groupe polaire (Van groupe homogène est homogène. 
Par conséquent 

Les fonctions singulières d^un groupe homogène définissent 
un groupe homogène. 

Cherchons Informe canonique des groupes homogènes. 

Soit «£,, ..., Ur une forme d'un groupe homogène, et suppo- 
sons tout d'abord les u en involution. Si les u sont tous de degré 
zéro, en posant w<= X/, \|, ..., Xr sera la forme canonique 
cherchée. Si les // ne sont pas tous de degré zéro, nous pourrons, 
comme on l'a vu, trouver /• fonctions H|, ..., H,, homogènes de 
<legré un, et en posant H|=: P/, P|, ..., P^ sera la forme cano- 
nique. Les deux formes trouvées sont canoniques, puisque l'on 
a dans le premier cas (X/, X^^)^ o, et dans le second (P/, Pa)= o. 

Supposons maintenant que le groupe ne soit pas en involution. 
On pourra trouver une forme N|, ..., N/._i, II, où les N sont 
homogènes de degré zéro et II homogène de degré un. Comme le 
groupe n'est pas en involution, les N^ ne peuvent être toutes sin- 
gulières. Supposons que N| ne le soit pas; ah)rs on pourra 
trouver une fonction homogène du premier degré de la forme 

telle qu'on ait (F, N,)= i. 11 suffira que la fonction ù satisfasse 
à Téquation 

H 2 ^{N.,>',) + (H,N,)û = i. 
Or (N/, Na) est une fonction homogène de degré — i, en sorte 
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<|iie (N/, Nv)II est de degré zéro, ou est fonclioa des N : 

(H, Nff) est aussi de degré zéro, en sorte que 
(H,Na.)=4/a(Ni. ...,Nr-i.). 
L'équallon précédente devient doue 

i — r— i 

2 ?/.(N)^H-Ç;.(N)ll = .; 

f = 1 

elle admet des intégrales, parce que les 9, *} ne sont pas tous nuls. 
D'autre pari, il est encore loisible de supposer que H ne soit pas 
singulière (si elle Tétait, il suffirait, au lieu de H, de prendre H N,, 
<(ui est homogène du premier degré et n'est pas singulière); on 
peut alors trouver une fonction ^ de degré zéro 

4> = e(\,, ..., \,.-,) 

telle (ju'on ait (H, 4>)=i. Il suffit pour c<'la que satisfasse ù 
l'équation 

* = i 

Vinsi on peut toujours trouver dans le groupe deux fonctions 
homogènes P,, X|, de degré i et o, telles que (P|, X,)=i; 
l'une des deux fonctions peut être prise arbitrairement, 
pourvu qu^elle ne soit pas singulière. 

Une fois trouvés P| et X|, on peut, d'après un théorème pré- 
cédent, déterminer une forme P|, X|, N',, ..., N'^.^ du groupe 
telle ([ue les N soient en iiivolution avec P|,X, et déterminent un 
groupe (/• — •>,)"P'*. Ce groupe est homogène; en eifet, si 

i7((; = 1,2 y. n — /•) est le groupe polaire du groupe donné, 

t'ii •••? ^'a/i-n Pi? ^i sera le groupe polaire du sous-groupe 
(r — 2)"P'*; mais les i»/ peuvent être pris homogènes, P,, X| le 
sont aussi ; par suite, le groupe polaire du sous-groupe est homo- 
gène, et il en est de même du sous-groupe lui-même. 

Piirtiuil, on peut répéter sur le sous-groupe ce qu'on a fait sur 
le groupe donné, et ainsi de suite. A la fin il restera un sous- 
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groupe en învolulion qui se réduira à la forme eanonique d'une 
des deux manières indiquées ci-dessus. Donc : 

Tout groupe homogène r^P^*' peut être mis sous V une ou 
C au tre des deux formes canoniques 



f "i, ..., l fn-\-tf', Al, •..; A//I, 

les P et les X étant de degrés respectifs i et Oy et les fonctions 
d'indice supérieur à m constituant le sous-groupe des fonc- 
tions singu Hères . 

D'après cela, il est aisé d'établir que : Les conditions nécessaires 
et suffisantes pour qu on puisse passer d^un groupe homogène 
à un autre par une transformation de contact homogène sont 
que ces deux groupes aient les mêmes valeurs m^ q et qu'ils 
admettent des réductions canoniques appartenant toutes deux 
à iun ou Vautre des deux types {\). 



VIII. — Structure des groupes de fonctiona. 

Étant donné un groupe 2/|, . . ., Urt on a, comme on sait 
(i) (w/,«a)=û/a(w). 

L'ensemble des propriétés du groupe qui dépendent uniquement 
du nombre /• et des fonctions Û/a est appelé la structure du 
groupe. 

Entre les r^ fonctions ì1/a, i' existe certaines relations que nous 
allons établir. 

Reprenons les relations connues 

((Mo w/i), Uk\ -4- f (w/i, Uk), uA -+- iiuk, '//), un) = *> 
(i, /i, A = i, ..., /•). 

La première de ces relations donne 
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De la seconde, en observant que 



s=zr 
.v = l 



on déduit 



I s = l 

f ('\ A, A = i r). 

Nous démontrerons que réciproquement, étant données r- fonc- 
tions de r arguments Û/a (W| , . . . , //r) (^ A* = i , . . . , /•) satisfaisant 
aux relations (2), (3), on peut déterminer un nombre n et un 
système de r fonctions indépendantes Ut, ..., Ur des 'An va- 
riables Xx^ . . . , X,;, />! , . . . , />/i vérifiant les relations ( 1 ). 

Soient F(w), ^{u) deux fonctions des /• arguments «,, . . ., //^; 



écrivons 



En particulier 






ûa(M) = |w/, ma|. 



Ce symbole est une généralisation de la parenthèse de Poisson v\ 
s'y réduit quand on fait 

/• = 2/1, Ui— Ph Un+i = ^h ii/,«+/(w)= — û,,H./,/(a) = I 
(t = i, ..., n), 

tous les autres Q étant égaux à zéro. On a, comme pour le symbole 
de Poisson, 

<4) |F, *|-+-|*, F| = o. 

En outre, on peut démontrer que 

(5) |fJ*, ^1 H- *, 1^-, F| -+- UMF, 4>| =0. 
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On a 



a,? 



d'où 






à^ ù*W 



du^ du^ 



Ûy6 



^«4> dW OQyt (M> OW) 



du^du^ dui ^^^ ^"y ^^l) 






a, p. Y, 8 



^%8 0^ à^ } 
àu^ du^ Oui i 



Par sommation avec les expressions analogues, il vient 



|f, |*,V|| 



*, 1^', F|U- 



V, |F, *! 



I «p ffi J^ i),^^ ^1^^ ()ap c^wg Oua. àu^ du^âi 



a,?.r.3 



<)V dF d*^ 



dF dW 



àui 



âu^ dUf due^Oui dugi, oui ôu^du^ 
<H> dF â^^ dW (M* d^F 

du^ dui du^du^ dUfx dui du^du 



;] 



à^ò VdF_ d^ â^ d^ dVir^ dF_ d^ dF^ d^\ } 
"^ du^ l^dugt, duy dui ^"a ^"y dui àu^ du^ dui] T 

Le premier et le cinquième termes réunis peuvent s'écrire, en nict- 
lanl dans le second d'entre eux y, o, j3, a à la place de a, p, y, 3, 



^ ,. OF d^ 



^{/a dUf du^dui 



,, ^ c^F c>4> 



dug^ du^ duiduf^* 



leur somme est nulle d'après la relation ('2). 11 en est de même de la 
somme du second et du sixième termes, et de ?elle du troisième et 
du quatrième termes. 

Les trois derniers termes peuvent s'écrire, en changeant a, fJ, v, S 
en y, (5, 8, a dans le second et en 8, p, a, y dans le troisième : 

dUo, du^ dui L *^ du^ ^ 'P du^ ^ ^^ duc^ y 

en sommant par rapport à l'indice p, on obtient zéro, d'après la 
relation (3). 

Par conséquent, la relation (5) est vérifiée. 
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Ceci posé, coinmcnçons par montrer qu'on peut choisir deux 
nombres /?/, q liés à /• par la relation r = 2/n + y, et /* fonctions 
Pi, ..., P/w+7. X|, ..., X;„ de //|, ..., Ur de manière à satisfaire 
aux relations 

(G; |P,-,X/| = i, |P/, Pa| = |P/, Xa| = |X,-, Xa| = o dVA). 

Si les Û/a(w) sont toutes identiquement nulles, il suffit de 
prendre w = o, q-=^ /•, et 

Pt=a,, P,= Mj, ..., Vr—Ur\ 

alors on a, d'après (i), 

|P/, PaI = o. 

Supposons maintenant que les Û|a(</) ne soient pas toutes nulles, 
eî en particulier que les Û|a(w) ne soient pas toutes nulles. Poson> 
P, = f/,, et prenons pour X| une intégrale de l'équation 






\i est indépendante de P|, parce que, autrement, on aurait 

|Pi, X,| = o, 

tandis que | P,, X| | = i . Les deux équations différentielles 

|Pi,/| = o, |X,,/| = o 

scmt indépendantes, parce que X| par exemple est intégrale de la 
seconde et non de la première ; elles forment un sjstème complet, 
parce que 

P,JX„/||-|X», |P„/|| = ||P„XJ,/| = I.,/| = o; 

donc il existe (r — 2) fonctions w', , . . ., w^.ji indépendantes entre 
elles, qui satisfont à ces équations. De plus, ces fonctions sont 
indépendantes de P,, X,, car si l'on avait par exemple 

P, = 0{Xi, a;, ..., f/;.,), 
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il en résulterait que 

, = 1p„x.1 = :;J.|x„x,k5-I«Ì'Xi14-...-*- ^^ 



OXi 



du\ 



àu\^t 
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|Wr-J, Xil =0. 



Si toutes les | w^, w'^| sont nulles, posons P2 = w', , . . ., P,._, = m'^.^, 

nous aurons 

m = I, 7 = /• — 2, 

et le système cherché sera 

Pli Pj» •••> Pr-I» -^1- 

Si les \u[^ lïffl ne sont pas toutes nulles, supposons en particu- 
lier que les \u\^ u\.\ ne soient pas toutes nulles. Nous poserons 
alors Pa= //',, et nous prendrons pour X2 une solution commune 
des équations 

(7) |Pi,/l = o, lX„/I = o, lP„/l = i. 

A ce système, il est loisible de substituer, d'après le théorème de 
Jacobi, un système de trois équations linéaires homogènes, avec 
une variable, /, en plus : 

(8) |l>i, Wl = o, |X„ \Vj = o, IP,, W| ^ ^ = o. 

De ros équations, les deux premières, comme on Ton déjà montré, 
sont indépendantes, et la troisième est évidemment indépendante 
<le celles-là. En outre, leur ensemble forme un système complet. 
Kn désignant, |)our abréger, les premiers membres par AW, BW, 
GW, on a déjà trouvé 





•(A, 


B)\ 


V = o, 




c plus 




(A, C)W = 


P., 1»'«, \V| + 


1'. ''^^ 


— 


P.,IP.,W| 


à\\\,\\\ 
à/ ~ 


|P., PiI.W 


(B, C,W = 


X„ IP„ W! 


■+■ 




— 


p., IXi.WI 


— 


r)|X„W| 


|Xi, Pi!, w 



Alors, si loules les inlégralcs du système élaienl indépendantes 
V. .8 
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de/, Téqualion -^ = o serait une conséquence du système (8), el 

l'équation | P^, W | = o serait aussi une conséquence de ce système. 
Donc, comme tous les u^ satisfont à |P|, W| = o, |X|, \V| =o, 
ils satisferaient aussi à IP2, W| = o, ou à | w',, W| = o, ce qui esl 
contraire à Thypotlièse. 11 existe donc au moins une solution 
dépendant de/, W(f/,, ..., w^,/), et la fonction / des u définie 
par la relation W = o sera une intégrale du système (7). 

Nous poserons X2=/; la fonction X2 est indépendante de P|, 
Xi, P2, car sinon, si par exemple on avait 

X, = 9(P„X„P,), 
il en résulterait 

» = |Pi, X,| = ^-IP,, PjI -1- ^|P„ X,| = o. 

En outre, entre les quatre fonctions P,, X,, Pj, X2 existent les 
relations 

|Pi, X,| = |P„ X,| = I. |P„ P,| = |Pi, X,| = |X„ X,| = o. 

En continuant de la même manière, on voit qu'on arrivera Gnale- 
ment à un système de fonctions liées par les relations (6). 

Une fois trouvées les 2m-{-q = r fonctions indépendantes 
Pi, . . ., Vm+q, X|, . . ., X;,, de M|, . . ., é/r, nous pouvons considérer 
les Ml, . . ., lir à leur tour comme fonctions des P, X. Prenons un 
nombre n quelconque non inférieur toutefois à /;/ + y, et désignons 
par Pwi+74.1 , . . . , P/i, X;,,^, , . . . , Xrt ( 2 /i —2m — q) variables indé- 
pendantes (dont les u ne dépendent pas); nous aurons, en général, 

i,A 

1^^' ^^'5x: 5r, -^2'^^' ^^K^ÏV 5x;"5ï^ dx^^ 

I, A- if k 

OU, eu égard à (6), 

i^'*" = 2fe5x;-5p;-5x:)=^^'^)'*''^- 

En particulier, nous aurons 
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Donc les £/,, . . ., Wr, considérés comme fonctions des P, X, satis- 
font aux équations (i). Notre assertion est dès lors justifiée. 

Si les Û/a(£/), tout en satisfaisant aux relations (2), (3)^ 
sont des fonctions homogènes et du premier degré, nous pou- 
vions déterminer les M|, ..., Ur de manière que le groupe en- 
gendré par les u soit homogène. 

Nous supposerons qu'on ait déjà trouvé les fonctions M|, . . ., Ur 
des /?, X satisfaisant à (i), et nous chercherons à déterminer une 
forme canonique P, X du groupe défini par les w, telle que les P 
soient homogènes de degré i, et les X homogènes de degré a, 
par rapport aux u. 

Si les ùi/((u) sont tous nuls, nous prendrons P, = M|, . . ., 

Vr=Ur. 

Si les Û|A ne sont pas tous nuls, et si, en particulier, les Q^k ne 
sont pas tous nuls, prenons P| = (/|. En désignant par /une fone- 



mi „ wj ,. w 

Ui Ui 

cette fonction de manière que 



lion de r,=:— > i^^^— » •••? iV_i=— • on pourra déterminer 






dvi 
en effet, 

et, comme par hypothèse les û sont homogènes de degré i , (W|, Vi) 
sera homogène de degré zéro, et sera donc une fonction des w 
Nous prendrons comme fonction X| une intégrale de l'équation 
considérée. Nous aurons de la sorte 

Pi étant homogène de degré i et X| homogène de degré zéro. 
Formons alors les équations 

i = r i=zr 



< = I 



qui, ainsi qu'on le démontre facilement, sont indépendantes et 
forment un système complet. Si les (/• — 2) solutions indépen- 
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dantcs de ce système sont homogènes de degré zéro en m, par un 
raisonnement déjà fait on en déduit qu'elles doivent être en invo- 
lution; nous prendrons alors ces solutions comme fonctions Xa, 
X3, ..., X;._,, et nous aurons la forme canonique P|, X|, Xj, ..., 
X,..,. Si les solutions du système (9) ne sont pas toutes homogènes 
de degré zéro, on remarquera que les équations (9) jointes à Téqua- 
tion 

i=r 

forment un système complet. En effet, indiquons les trois équa- 
tions respectivement par 

A/=o, B/=o, C/=o; 

nous avons, en tenant compte de ce que (P|, w/) est homogène de 
degré i et que (X|, m) est homogène de degré zéro, 

(A, B)/= (P,,(\„/)) -(x„(P„/)) = ((P„X,),/)=(i,/) = o, 



A, C)/=2[A"/-C(P„M,)];^ 



à/ 



.2[<— .-2-^-i?li^]^- 



'», C)/= ^l»"!- <=("■• "')l^ 



Soient (l'a? • • -î <^V_a {^ — 3) solutions indépendantes du système 
considéré, et soit t une solution commune aux équations (9) et à 
l'équation 

i=.r 



les fonctions ^, fVa^, . . ., Wr-2^ définissent un groupe /'"p** homo- 
gène, pour lequel les parenthèses de deux quelconques des fonc- 
tions constituant la forme, sont des fonctions homogènes de degré 1 
de ces mêmes fonctions. En effet, ces parenthèses sont des fonc- 
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lions homogènes du premier degré des m, et les fondions consli- 
luanl la forme du groupe sont aussi de ce degré. 

Traitons le nouveau groupe comme nous avons traité le groupe 
/•"P'*^, et ainsi de suite. Nous (inirons par obtenir pour le groupe /'"p'® 
une forme P|, . . ., Pmj X|, . . ., X^ (m -j-y = r), les P, X étant 
des fonctions homogènes des W|, . . ., u^ de degrés respectivement 
égaux à I et à o. 

D'après cela, les W|, . . ., //,. peuvent être considérés à leur tour 
comme des fonctions des P, X, et l'on obtient même des fonctions 
homogènes des P, de degré i. En effet, si Ton multiplie les équa- 
tions 

2"'^: = ''*' 2"'è==° (A = ., ..., m; A = ., ...,/•) 

/ I 

àiix àuç » 19 « 

respectivement par tjj- et par -r^ » et si 1 on somme par rapport a 

h et /', on trouve 

V r ^ ^ -i- -4- ilil ^^ 

àUs^àXj^ àus d\^ 1 - V ^^^* p . 

dXi Oui ■^- • -"^ (f\ç dui \'^ Zà OPh ' 

h 

or, la quantité entre crochets est égale à o ou à i selon que i^é s 
ou que i = s; donc 



I àus 
h = t 



2^''"="- 



Si enfin aux P, X nous adjoignons d'autres variables quel- 
conques Pw+i, ..., P/o Xy^,, ..., X^, n étant un nombre quel- 
conque, mais non inférieur à m ni à y, les W|, ..., ^r définiront 
un groupe homogène à ^n variables P|, ..., P,„ X|, ..., X^. 

IX. — Transformations de contact infinitésimales. 
Une transformation infinitésimale en ^, j:, />, 



(,) \/=ii(z, X, p)f^^'^ii{z, X, p)^^ + '^n,iz, X, p)^^ 
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est appelée une transformation de contact si elle est admise par 
Téquation 



iz=.n. 



(a) dz — ^jfudxi^o. 



» = i 



Rappelons qu'on dit (i"" Partie, n** XXI) qu'une équation pfaf- 
fienne \^£//rfj:/= o admet une transformation infinitésimale 

i 

quand on a, 7 étant une certaine fonction des variables, 

i i I 

ou 

A 

Pour la transformation (i) et Féquation (2), on a donc 

h 
A 

h 

et, si l'on pose 

(•3) î:-2/''Ç'=-'^^> 

i 

ces équations peuvent s'écrire 

, d\\ „ c^W dW d\\ 

(4) { '='« 

On dit que W est la fonction caractéristique de la transforma- 
tion de contact. 
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Etant donnée une transformation de contact infinitésimale X/, 
Téqualion (3) détermine immédiatement la fonction W correspon- 
dante. Réciproquement, étant donnée la fonction W, la transfor- 
mation de contact est déterminée par les équations (4)? c'est-à-dire 
que Ton a 



r /• / V <^^V .-A df x? ó\\ 






i 

Nous appellerons pour abréger transformation W la transforma- 
tion de contact infinitésimale ayant pour fonction caractéris- 
tique W. 

Les transformations d'un groupe à un paramètre engendré par 
une transformation de contact infinitésimale sont des transforma- 
tions de contact; en efl'et, elles laissent invariante Féquation (2). 
Réciproquement, si un groupe est formé de transformations de 
contact, c'est-à-dire s'il laisse invariante l'équation (2), la même 
chose aura lieu pour sa transformation infinitésimale. Ainsi : 

Un groupe à un paramètre est un groupe de transformations 
de contact quand sa transformation infinitésimale est une 
transformation de contact, et alors seulement. 

En outre : 

Une transformation de contact infinitésimale se réduit à la 
transformation identique lorsque W ^ o, et alors seulement. 

En edet, si elle se réduit à la transformation identique, on aura 

Ç = ç,= n/=o 
et, d'après (3), 

Wso. 

Réciproquement, si W ^ o, la transformation de contact consi- 
dérée se réduit, d'après (4), à la transformation identique. 

Soient \\f Aay deux transformations de contact infinitési- 
males, de fonctions caractéristiques W|, W2; soient C|, c^ deux 
constantes quelconques ; il est aisé de démontrer que C| A|/-|- C2 S-îJ 
est une Iransfonnalion de contact infinitésimale de fonction 
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caractéristique dWi-f-c^Wa. Si l'on se rappelle que r transfor- 
mations infinitésimales A// sont indépendantes, par définition. 

quand on ne peut trouver r constantes c/ telles que ^ Cj \i/= o, 

1=1 
on aura cet énoncé : 

Les r transformations de contact infinitésimales de fonc- 
tions caractéristiques W|, ..., ^r sont indépendantes lors- 
qu'il n'existe pas dr constantes ci^ en nombre r, telles que 

y^c/W|^o, et alors seulement, 

i = X 

En nous souvenant des définitions données au n** IX de la pre- 
mière Partie, nous pouvons dire qu'une fonction ^ admet une trans- 
formation de contact infinitésimale W lorsque [ W, ^] — W -^ ^ o, 
et alors seulement; qu'une équation F=o admet cette transfor- 
mation quand [W, F] — W— s'annule par suite de F=(), cl 
alors seulement. 

En particulier, Téqualion W = o admet la transformation de 

contact W, car [W, W ] — W -r- = — ^^"j" ^'^^^^"'^ ^^ ^ = ^* 
Les formules {.\) nous ont donné, pour la transformation W, 

or, pour que la transformation laisse invariante l'expression 
pfaffienne dz — ^.Pi^^h ^^ ^^'^ avoir t = o. Donc : 

Une transformation de contact infinitésimale W laisse 
invariante V expression pfaffienne dz — y ^pjdxj^ quand 

i 

W = v{x^p)^ et alors seulement; dans ce cas^ on a 

Si une transformation de contact infinitésimale possède celte 
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propriété, le groupe qu'elle engendre la possède aussi, car 
(n" III, 3*^ Partie) il a la forme 

(6) z'=z-^il(x,p\ x\'=zXi(x,/j), p',= V,(x,p). 

Réciproquement, si un groupe a la forme (6), la transformation 

de contact infinitésimale génératrice de ce groupe a la forme (5). 

Plus généralement, si notre pfaffien doit se reproduire multiplié 

simplement par une constante, o* devra être constant, et Ton aura 

W = C5 -h V(Xjp)y 

en sorte que les transformations finies du groupe auront, comme 
on sait, la forme 

z'= Xz-hii{x,p), x'i=Xi(x,p), /?/=: P/(a7,/>), 

avec A = I — c. 

De ce qu'on vient de dire il résulte qu'une fonction ^(^,/^) 
admet une transformation de contact infinitésimale v{x^p) si 
(t{^, r)^ o, et alors seulement. Donc: 

Etant donné un groupe r"P^^ Ux{x^p)^ ..., Ur{x, p), le 
groupe polaire est l'ensemble des fonctions des x^ p^ qui sont 
invariantes par rapport à toutes les transformations de con- 
tact infinitésimales dont les Jonctions caractéristiques appar- 
tiennent au groupe. 

Pareillement: 

Les fonctions singulières sont les fonctions d'un groupe 
qui sont invariantes par rapport à toutes les transformations 
de contact infinitésimales dont les fonctions caractéristiques 
appartiennent au groupe. 

Pour cette raison, les fonctions singulières sont encore dites 
les fonctions invariantes du groupe. 



Déterminons maintenant la forme des transformations de con- 
tact infinitésimales X/ en x^ p qui laissent invariant le pfaffien 



aSa 
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1=11 

2/" 


dxi^ 


On aura 












/= 1 








W=:i^(. 


^^P)^ 










X/ = 


1=1 


« = 1 


■< 


» 


Cl les 


rela 


lions (4), 


.(5) 


donneront 






(7) 


5/ 


"~ àpi' 


II /= 




/=ir 
1 = 1 


dv __ 


j = n 
1 = 1 


ainsi 








x/ = (^ 


S/). 







et la fonclion c sera homogène du premier degré par rapport 
aux p. Nous qualifierons A^ homogène une transformation de 
conciaci infinitésimale {v^f) en x^ p pour laquelle la fonction 
caractéristique v est homogène du premier degré par rapporl 
aux/?. Le groupe engendré par la Iransformation infìnilésimale X/ 

i = n 

laissera invariante l'expression ^^pjdxj^ et sera donc un groupe 

1 = 1 
de transformations de contact homogène (n® III, 3* Partie). Réci- 
proquement, si un groupe est homogène dans le sens de Li<* 
(c'est-à-dire si A = i), la trans formai ion infinitésimale qui Ten- 
gendre devra laisser invariant noire pfalTîen. Donc: 

La Jorme générale des transformations de contact homo- 
gènes infinitésimales est (c, /), la fonction caractéristique \' 
étant homogène du premier degré par rapport aux p. Les 
groupes homogènes sont engendrés par toutes ces transfor- 
mations de contact exclusivement. 

Une Iransformation de contact homogène se réduit à la trans- 
formation identique quand v ^ o, et alors seulement, ainsi 
qu'on le voit par les équations (•;). 

Si Ton considère que C| (p,,/)-4- C2(i^2?/) = (^i ^i -h ^a^'a,/), 
on peut conclure que : 

Les transformations de contact infinitésimales (iV,/) sont 
indépendantes lorsque les ^v sont linéairement indépendantes^ 
et alors seulement. 
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Si (ri,/)=A|/, , (^2?/)= A2/ sont deux transformations de 
contact infinitésimales homogènes, on a, d'après Tidentité de 
Jacobi, 

Mais (t^,, V2) est une fonction homogène du premier degré. Donc : 

En combinant au moyen des parenthèses deux transfor- 
mations de contact infinitésimales homogènes^ on obtient une 
transformation de contact de même nature ; et si v^j ^2 sont 
les Jonctions caractéristiques des premières transformations, 
(t'i, t'a) est celle de la dernière transformation . 

Deux transformations de contact infinitésimales homogènes, de 
fonctions caractéristiques t^i, ^2 sont permutables (i*^® Partie, 
n® XIV) si (t',, t'2)= o. Cela résulte immédiatement de la formule 
précédente 

Si 

(8) x'=\{T,p), p'=P(x,p) 

est une transformation homogène, et si (i',/) est une transfor- 
mation de contact infinitésimale homogène, la fonction v se change 
évidemment par la transformation (8) en une fonction homogène 
du premier degré des p\ et l'on a en outre, comme on Ta trouvé 
autrefois, 

(^'if)x\p' = {v,f)x,p' 

Ainsi : 

Si à une transformation de contact infinitésimale homogène 
on applique une transformation de contact homogène, la 
transformation de contact infinitésimale transformée est 
encore homogène, et sa fonction caractéristique s*obtient en 
introduisant dans celle de la transformation donnée les nou- 
velles variables. 

Soient maintenant deux transformations de contact iufinitési- 



(9) 
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maies de la forme spéciale 

/=<.../)H-(2''-S--)s$- 
*-/=<-/'-(2«ë-'.)«' 

i^i, i'2 étant des fonctions des x^ />. Comme elles laissent inva- 
riant le pfaffien dz — y[pidxij on peut en dire autant de (A.| , A.j)/; 

r'est-à-dire qu'il devra exister une fonction W telle que 

Il s'agit de trouver la fonction W. On a 

(A„ A,)/= (f., (v,,/;) - (.„ (Vu/)) + r U, 2/" 5^. - ''») 

-('■•i-ë-'.)]^- 



('•■■2"$,-")-2[$i(2'"sfe-è) 

D'où, après quelques réductions, 

(A.. A.)/= ((...,..,/)- (2/" '-^-(^.. m) .^' 

en sorte que W =(ç?i, ^2)» Donc : 

Si Von a les deux transformations de contact infinitési- 
males (9), de fonctions caractéristiques v^^ t^^, la transforma- 
tion (AijAa)/ est une transformation de contact infinitési- 
male de même nature, sa fonction caractéristique étant 

Si à la transformation A/ on applique une transformation de 
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coniaci de la forme (8), en observant qu'on peut écrire 

A/=[.',/l-*'f. 
ol que l'on a 

on reconnaît que A/ se change en une transformation de même 
forme, dont la fonction caractéristique s'obtient en introduisant 
dans V les nouvelles variables. 

Pour étudier les transformations infinitésimales de contact les 
plus générales, nous partirons de celles qui sont homogènes. 

Soit H une fonction de ^i , ...,^//+i, yi, ...,9m+i, homogène 
du premier degré par rapport aux 9, en sorte que (H,/) est une 
transformation de contact infinitésimale homogène. Soit F une 
fonction quelconque homogène de degré zéro par rapport aux q. 
Nous pouvons poser 

11=- — <7/i-4-iW(j^„4-i,j^i, '">yn, — ;r^' ... , — -^)- 

Il s'ensuit que 
Mais, si nous faisons 

F sera fonction des 5, x^ />; il en sera de même de W, et nous 
aurons 

et enfin 

(H, F),.^=[W,F],.,.^-wg; 

c'est là le type le plus général des transformations de contact 
infinitésimales. 
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Soient inainlenant les deux transformations 



B,F=[VV„FJ-W,g, 



B,F=[W,,F]-W,^. 

La transformation (B|, Bj)F laissera invariante Tcqualion (2), en 
sorte qifelle sera une transformation de contact infinitésimale; 
cei'd revient à dire qu'on aura 

(B„B,)F=[V,F]-vg- 

Il reste à calculer V. Posons 

A*F = (II,,F)r7 = [WA.F],.^,^-WA^ = B^F (A: = 1,1). 

Nous aurons 

(A„A,)F=(B„B,)F 

ou 



(B„B,)F = ((H„II,),f) . 



Comme (H,, iÌ2)x,q est homogène du premier degré par rapport 
aux q, on a 

d'où, d'après ce qu'on a trouvé tantôt, 

((H„H,),F)^^=[U,F],.,.p-ug. 

On tire de là U = V. Pour trouver l'expression de V, obser- 
vons que 



par suite 
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OU 

(.0, v=[w.,w.j=..„-(w.î^-w,^^). 

Ainsi : 

Si ron a deux transformations de contact infinitésimales 
B, F, B^F, aux fonctions caractéristiques W|, W^, la trans- 
formation (B|, B2)F est une transformation de contact infini- 
tésimale dont la fonction caractéristique V est donnée par la 
formule (lo). 

Appliquons à une transformation de contact infinitésimale 
BF = [VV,F],,,.„-\vJ|, 

une transformation de contact quelconque 

z=^Z{z,x,p), x'=\{z,x,p), p'=V(z,x,p). 

Nous aurons 

oz ■" dz' dz '^ 2à~dXi Oz '^ 2ààp'i ôz ' 

i i 

Or (> Partie, n» 111) 

àZ ' r '# 1 FM 

0^ P 



On trouve donc 



âz ^ dz 
et enfin 



^P ^^ r in 



BF = p[W,Fk..'.p.t-Wlp,F],.,c'.;,'-?w5, 
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OU 



BF=[p\V,F],^,.,,,.-pwg. 



Donc : 



Si Ton applique à une transformation de contact infinité- 
simale de fonction caractéristique W une transformation de 
contact quelconque^ on obtient une autre transformation de 
contact infinitésimale dont la fonction cartzctéristique est pW, 
p étant la fonction connue qui figure dans l'identité 



dZ 



i \ i J 



On dit qu'un groupe de fonctions Ui(x,p), ..., Ur{x^p) esl 
insrariant par rapport à une transformation de contact en x, p 

(il) a-J=X,(j-,/>), />J=P,(jr,/?) (t= I, ...,n), 

ou qu'il admet cette transformation, quand les 
wa(x(x,/>), P(:r,/,)) 

sont encore des fonctions du groupe, c'est-à-dire quand, en vertu 
des équations (i i), on a 

Uh{^x\p')-Yh[ux^x,p), ..., w,.(x,/>)j (A = I, ...,r). 

Coibme (3® Partie, n® VI) toute transformation de contact 
change deux groupes réciproques en groupes réciproques, on voit 
que : 

Si un groupe de fonctions est invariant par rapport à une 
transformation de contact^ il en est de même de son groupe 
réciproque. 

Puisque (i'* Partie, n° X) un système d'équations différentielles 
admet, par définition, une transformation quand celle-ci change 
ses intégrales en intégrales, nous pouvons dire que : 

Un groupe de fonctions u^^ . . ., Ur admet une transforma- 
tion (il) quand cette transformation est admise par le système 
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complet (i;>k,/)= o (A = I, . . ., 2 /« — /), i^,, . .., i^a/i-r repré- 
sentant le groupe polaire. 

Or, un système admet toutes les transformations d'un groupe 
à un paramètre quand ii admet (dans le sens qui a été indiqué à 
l'endroit voulu) la transformation infinitésimale génératrice du 
groupe. Nous dirons de même qu'un groupe de fonctions Ui 
admet une transformation infinitésimale quand cette transforma- 
tion est admise par le système complet correspondant (ç'>k,y)= o, 
et nous pourrons conclure que : 

Un groupe de fonctions admet le groupe de transforma- 
tions de contact engendré par la transformation infinitési- 
male de caractéristique W = cz -{- v (x, p)^ lorsqu^il admet 
cette transformation infinitésimale , et alors seulement. 

Rappelons-nous ensuite qu'un système complet admet un groupe 
de transformations à un paramètre X/*, ou, ce qui revient au 
même, une transformation infinitésimale X/, quand, u étant une 
quelconque de ses intégrales, il en est de même de Xm. Nous 
aurons comme conditions pour que le groupe u admette la trans- 
formation X/ : 

\uH=^h(u\^ ...i"r) (A = I, 2, ...,r). 

Nous avons trouvé 

X/ = [W,/]-wg; 

donc, comme les u ne contiennent pas w, 

Xa/i = [W, a/i]=cf5, MAJ^-l^^, "^^^'"■^S^'^ '*'^*'' '^^^' 

i 

Si en particulier r = o, c = i, on a 

en sorte que les conditions pour que le groupe considéré admette 
la transformation de contact infinitésimale de caractéristique 
W = z sont 

2^*;^ = — ÇA(ai, ...,a;.) (A = i,u r). 

i 

V. .9 
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Mais ce sont là les conditions pour qu'un groupe de fonctions 
soit dit homogène (3*^ Partie, n" VII). Nous pouvons donc con- 
clure que : 

Un groupe de Jonctions des x, p est homogène quand il 
admet la transformation de contact infinitésimale de carac- 
téristique W = 5, et alors seulement. 

Nous avons démontré (3* Partie, n® Vili) que, étant données 
r^ fonctions de r arguments û,>(ai, ..., Ur)^ satisfaisante cer- 
taines conditions [numéro cité, équations (2), (3)], on peut 
trouver, pour n suffisamment grand, un système de r fonctions 
indépendantes ^i, . . ., Ur de 2 /i variables ^i, . . ., ^«j />ii •••>/>« 
pour lesquelles on ait les relations 

(Ui,Uk)=itikiu) (i,k = 1, ...,r). 
Soit, en particulier, 

s = r 

des équations (2), (3) du numéro VIII rappelé, il résulte que 

2 ( ^'** "^ ^*^' ) Wj = o, 

7 , iCihs Cskt-^ ChksCsit -^CkisCsht) Us= 0\ 
s.l 

d'où, pour que ces relations soient indépendantes des Uj 

Ciks ■+■ Ckis = O, 

(ijhjk, t = I, ...,r); 



j = r 



s = t 

ce sont les équations (A) et (B) du troisième théorème Jonda- 
mental de Lie (i*^* Partie, n** XI, p. 6-). 

Considérons les transformations infinitésimales en x, p 

\i/=(Ui,f) (e = i,...,r). 
Elles sont indépendantes ; en effet, pour qu'elles ne le fussent pas> 
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il faudrait qu'on eût, en désignant par C|, . . ., Cr r constantes, 



i-=.r i=zr 



1=1 1=1 

en sorte que ^ CiUi serait une constante, et les /// ne seraient 
pas indépendants. On a ensuite 






Donc, d'après le second théorème fondamental, les A// sont aptes 
à engendrer un groupe à r paramètres, et les constantes de struc- 
ture de ce groupe sont précisément les dks' 

Ntjus nous trouvons dès lors avoir démontré la seconde partie 
du Troisième théorème fondamental de Lie. B 



X. — Groupes de transformations de contact. 

Nous pouvons nous borner à considérer les transformations de 
contact homogènes, puisque celles-ci, comme nous le savons, ne 
sont pas moins générales que les autres. 

Un groupe à r paramètres de transformations de contact homo- 
gènes contient /• transformations de contact infinitésimales homo- 
gènes (W|,/) indépendantes entre elles; les fonctions Ui sont 
ho mogènes par rapport aux p et linéairement indépendantes, f ^a 
fonction caractéristique de la transformation de contact infinité- 
simale la plus générale ^,Ci{uiy/) du groupe est ^^ejUj. 

i i 

Si l'on pose 

A// = (w/,/), 
on a 



ou 



(A/, Xk)/=^CiksA.s/y 
s = i 

Km,, Uk),fJ = ^Ciks(Us,/h 



2()'i TROISIEME PARTIE. 

OU encore 



f (W/, Uli) — ^Cik,Us,/\ =o. 



Or, on a vu (n* IX, 3* Partie) qu'une Iransforinalion homogène 
se réduit à la transformation identique lorsque sa fonction carar- 
téristique est i<lenliquement nulle, et alors seulement ; donc on 
doit avoir 

s =r 
s=i 

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, on a 

Donc 

Pour que les transformations (///, /) soient aptes à engendrer 
un groupe à r paramètres, il faut et il suffit que les ut ne satis- 
fassent à aucune relation linéaire à coefficients constants et 
qu'elles vérifient les relations (i). 

Il peut arriver que les //|, ..., Ur-, tout en étant linéairement 
indépendanles, ne soient cependant pas indépendantes. Suppo- 
sons par exemple que W|, ..., Um soient indépendantes, et que 
les autres // soient fonctions de celles-ci : 

Wm^/i = Wa(Wi, ..,.Um) (/i = I, ..., r — #11). 

On aura alors 

S— m s T-.r — m 

J = 1 .« - 1 

en sorte que //|, ..., u,» définiront un groupe /;/"p'® homogène de 
fonctions. 

Les invariants du groupe de transformations (ui^f) sont, 
par définition (i" IWtie, n®lX), les fonctions /telles que, X étant 
une transformation infinitésimale du groupe, on ait 

X/=o; 
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c'est-à-dire que ce sont les intégrales du système (///,/) = o, ou 
enfin les fonctions du groupe polaire du groupe de fonctions 
défini par les m/. 

Il est évident qu'une transformation de contact homogène 
change un groupe homogène, à r paramètres, de transformations 
de contact en un groupe de même nature. 



FIN 
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